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UNDANG-UNDANG REPUBLIK INDONESIA NOMOR 28 TAHUN 2014
TENTANG
HAK CIPTA
Lingkup Hak Cipta

Pasal 1 Ayat1:
1. Hak Cipta adalah hak eksklusif pencipta yang timbul secara otomatis berdasarkan prinsip deklaratif
setelah suatu ciptaan diwujudkan dalam bentuk nyata tanpa mengurangi pembatasan sesuai dengan
ketentuan peraturan perundang-undangan.

Ketentuan Pidana:
Pasal 113

1. Setiap Orang yang dengan tanpa hak melakukan pelanggaran hak ekonomi sebagaimana dimaksud
dalam Pasal 9 ayat (1) huruf i untuk Penggunaan Secara Komersial dipidana dengan pidana penjara
paling lama 1 (satu) tahun dan/atau pidana denda paling banyak Rp100.000.000 (seratus juta rupiah).

2. Setiap Orang yang dengan tanpa hak dan/atau tanpa izin Pencipta atau pemegang Hak Cipta melaku-
kan pelanggaran hak ekonomi Pencipta sebagaimana dimaksud dalam Pasal 9 ayat (1) huruf ¢, huruf
d, huruf f, dan/atau huruf h untuk Penggunaan Secara Komersial dipidana dengan pidana penjara
paling lama 3 (tiga) tahun dan/atau pidana denda paling banyak Rp500.000.000,00 (lima ratus juta
rupiah).

3. Setiap Orang yang dengan tanpa hak dan/atau tanpa izin Pencipta atau pemegang Hak Cipta melaku-
kan pelanggaran hak ekonomi Pencipta sebagaimana dimaksud dalam Pasal 9 ayat (1) huruf a, huruf
b, huruf e, dan/atau huruf g untuk Penggunaan Secara Komersial dipidana dengan pidana penjara
paling lama 4 (empat) tahun dan/atau pidana denda paling banyak Rp1.000.000.000,00 (satu miliar
rupiah).

4. Setiap Orang yang memenuhi unsur sebagaimana dimaksud pada ayat (3) yang dilakukan dalam ben-
tuk pembajakan, dipidana dengan pidana penjara paling lama 10 (sepuluh) tahun dan/atau pidana
denda paling banyak Rp4.000.000.000,00 (empat miliar rupiah).

Pasal 114
Setiap Orang yang mengelola tempat perdagangan dalam segala bentuknya yang dengan sengaja dan men-
getahui membiarkan penjualan dan/atau penggandaan barang hasil pelanggaran Hak Cipta dan/atau Hak
Terkait di tempat perdagangan yang dikelolanya sebagaimana dimaksud dalam Pasal 10, dipidana dengan
pidana denda paling banyak Rp100.000.000,00 (seratus juta rupiah).
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Prakata

Buku ini disusun dalam rangka melengkapi buku ajar dalam
Bahasa Indonesia. Kita menyadari bersama bahwa buku yang
menyajikan pokok bahasan Struktur Aljabar dalam bahasa asing
sudah banyak jumlahnya, tetapi buku tersebut yang berbahasa

Indonesia masih sangat terbatas.

Buku ini disusun untuk membantu Dosen dan mahasiswa
dalam mengajarkan dan mempelajari pokok bahasan Grup
dan Subgrup yang merupakan bagian dalam mata kuliah
Struktur Aljabar 1. Di dalam buku ini disajikan penjabaran
secara lengkap dari definisi dan teorema pada setiap sub pokok
bahasan. Selain itu juga disertai contoh dan latihan soal pada
setiap babnya dan di bagian bab terakhir diberikan penyelesaian
pada setiap latihan soal di setiap bab, sehingga memudahkan
bagi Dosen dan Mahasiswa dalam memahami mata kuliah
Struktur Aljabar 1.

Ucapan terima kasih kami sampaikan kepada seluruh civitas
akademik FKIP Universitas Mulawarman khususnya semua
dosen dilingkungan Program Studi Pendidikan Matematika

yang telah memberi doa dan dorongan untuk menyelesaikan
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buku ini. Akhirnya kami mengharapkan kritik yang membangun
dari para pengguna buku ini. Semoga buku ini merupakan
sumbangan yang sangat bermanfaat bagi Dosen dan Mahasiswa

di Indonesia.

Samarinda, 24 Februari 2022

Petrus Fendiyanto
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1. Himpunan

1.1 Pengertian Himpunan

Pengertian himpunan digunakan dalam matematika dan

kehidupan sehari-hari. Dalam Kehidupan sehari-hari kita

jumpai pengertian tersebut, seperti:

Himpunan mahasiswa Indonesia
Kumpulan koran bekas

Koleksi perangko

Kelompok belajar

dan kata sejenis lainnya

Kata himpunan, kumpulan, koleksi, dan kelompok

mempunyai arti yang sama. Demikian pula dalam matematika,

himpunan merupakan salah satu dasar matematika. Konsep

dalam matematika dapat dikembalikan pada himpunan,

misalnya garis adalah kumpulan titik-titik. Sebetulnya pengertian

himpunan mudah dipahami dan dapat diterima secara intuitif.

Tetapi dalam matematika dapat dibuat definisinya.
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Definisi 1.1
Himpunan adalah kumpulan objek-objek yang mempunyai

sifat tertentu dan didefinisikan dengan jelas.

Objek dalam pembicaraan matematika dapat berupa benda
nyata, misalnya siswa SMA, bola, dan buah-buahan. Dapat
pula berupa benda abstrak, misalnya bilangan, fungsi, dan
matriks. Objek dalam himpunan mempunyai sifat tertentu dan
didefinisikan dengan jelas, agar dapat ditentukan apakah suatu

objek termasuk dalam himpunan atau tidak, seperti:

a. Himpunan bunga indah
Tidak didefinisikan dengan jelas, karena pengertian
“bunga indah” berbeda setiap orang. Bunga yang

indah bagi seseorang belum tentu indah bagi orang lain.

b. Himpunan bunga merah (sudah didefinisikan dengan

jelas).

Objek dalam himpunan disebut anggota, elemen, atau unsur
himpunan. Untuk menyatakan suatu himpunan digunakan
huruf besar (huruf kapital), seperti A,B,C,...., sedangkan anggota
himpunan dinyatakan dengan huruf kecil, yaitu a,b,c,..., dan ditulis
diantara dua kurung kurawal. Lambang keanggotaan himpunan
adalah “e€” dan lambang bukan anggota himpunan adalah “ ¢
”. Suatu himpunan yang anggotanya a,b dan ¢ dapat disajikan
dengan A={a, b, c} . Lambang a € A menyatakan bahwa a adalah
anggota dari himpunan A. Sedangkan lambang p ¢ A menyatakan
bahwa a bukan anggota dari himpunan A. Sedangkan lambang
p ¢ A menyatakan bahwa p bukan anggota dari himpunan A.
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Ada beberapa cara untuk menyatakan himpunan

a. Cara pendaftaran atau tabulasi

Cara pendaftaran atau tabulasi yaitu dengan menuliskan
semua anggotanya. Elemen yang tidak ada dalam daftar
berarti bukan anggota himpuan tersebut. Cara ini mudah
dilakukan, apabila jumlah anggotanya sedikit. Jika anggota
himpunan itu banyak maka untuk menuliskan semua
anggotanya diwakili oleh tiga titik “...” dan anggota yang
diwakili tersebut sudah tertentu dan dapat disebutkan

dengan benar.

Contoh:
A={1, 2,3, }
B:{---, -2,-1,0,1, 2, }

b. Cara dengan menunjukkan syarat keanggotaannya
Syarat keanggotaan dapat dinyatakan dengan kata-kata,
misalnya huruf A={vokal dalam abjad}, atau dengan notasi
pembentuk himpunan, menggunakan huruf x sebagai
anggota, dan P(x) sebagai syarat yang harus dipenuhi oleh

x, misalnya himpunan yang anggotaya mempunyai sifat

ditulis A ={x|P (X)} , dan dibaca “ A adalah himpunan

semua x sedemikian sehingga x mempunyai sifat P”.
Contoh:
A = {x| x <5, x € Bilangan Cacah}

B={x|x’-x-6=0, x eBilangan Bulat}
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1.2 Himpunan Semesta

Himpunan semesta dinyatakan dengan huruf S(thimpunan
semesta), huruf U (universal set), atau lambang lain dengan
penjelasan sebelumnya. Dalam buku ini, kita gunakan huruf
S untuk himpunan semesta. Himpunan semesta memuat
semua objek yang dibicarakan dan dapat diterapkan sebelum

pembicaraan.
Contoh:
a. Untuk A = {l, 2, 3} dapatditerapkan S = {l, 2,3, -, 10}
atau S:{l, 2,3,4, } .
b. Untuk B = {x|x* —x—6=0}dapat diterapkan S = {x €

bilangan bulat} atau S = {x € Bilangan Real}

1.3 Himpunan Kosong

Definisi 1.2
Himpunan kosong atau hampa adalah himpunan yang tidak

mempunyai anggota. Himpunan kosong dinyatakan dengan

%) atau{}.

Contoh:

a. A={x[xbilangan ganjil yang habis dibagi 2}.
Dalam hal ini tidak ada bilangan ganjil yang habis
dibagi 2. Jadi A= .
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b. B={x]x’ —2=0,x e Bilangan Rasional}

Jika x*—=2=0 maka x:\/E atau x:—\/z, dan

keduanya bukan bilangan rasional. Jadi B=.

c. C={xlx=#x}, juga himpunan kosong.

Dengan demikian hanya ada satu himpunan kosong,
meskipun diperoleh dari syarat keanggotaan yang berbeda.
Jika A= dan B = maka A =B . Oleh karena himpunan
kosong tidak mempunyai anggota, maka definisi kesamaan
himpunan berlaku untuk A dan B tersebut.

Catatan:

e A={0}bukan himpunan kosong, karena 0 € A .
e B={U}bukan himpunan kosong, karena & € B .

1.4 Diagram Venn

Suatu himpunan dapat disajikan dalam bentuk gambar
yang disebut diagram Venn. Himpunan yang kita maksud
digambarkan sebagai daerah pada bidang yang dibatasi oleh
lingkungan tertutup sederhana. Anggota suatu himpunan
ditunjukkan dengan noktah atau titik pada daerah tersebut.
Sedangkan himpunan semesta digambarkan dengan suatu

daerah yang dibatasi oleh persegi panjang.
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Contoh:
A={ab,c}

Disajikan dengan diagram Venn sebagai berikut.

S A

Diagram Venn banyak digunakan untuk menjelaskan
himpunan atau hubungan antara beberapa himpunan dan
operasi himpunan. Kadang-kadang noktah atau titik yang
mewakili anggota himpunan tidak digambarkan, jika anggota

dari himpunan tersebut sangat banyak atau tak terbatas.

1.5 Dua Himpunan Yang Sama

Dalam logika:

a. VLambang dibaca “Setiap” atau “Semua”

b. 3 Lambang dibaca “Ada” atau “Beberapa”

Definisi 1.3
Dua himpunan A dan B disebut sama atau ditulis , jika A=B

dan hanya jika setiap anggota A menjadi anggota B dan setiap
anggota B menjadi anggota dari A.

Jadi, A = Bjika dan hanya jika Vx, x € A< x €B. Sedangkan
dua himpunan A dan B yang tidak sama ditulis A # B .
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Jadi, A#B jika dan hanya jika ada x # A tetapi x € B. A # B

merupakan ingkaran atau negasi dari A=B .
Contoh:
a. Jika A={a,b,c} dan B={c, b, a} maka A=B.
Himpunan tidak ditentukan oleh urutan anggotanya.
b. Jika P={x]x <4,x € Bilangan Asli}
0 = {x] -4 < x <4,x eBilangan Asli}
Maka P = Q meskipun P dan Q diperoleh dari syarat
keanggotaan yang berbeda.
c. JikaC={1,2,3}dan D = {x|x < 4,x € Bilangan Prima}
maka C# D. Karena ada anggota C yang bukan anggota
dari D, yaitu 1 € C tetapi 1 € D.

1.6 Himpunan Bagian

Definisi 1.4
Himpunan A disebut himpunan bagian (subset) dari himpunan

Bjika dan hanya jika setiap anggota A menjadi anggota dari B.

Jika himpunan A merupakan himpunan bagian dari

himpunan Bmakaditulis A cB.Jadi A c B jika Vx,xeA=>xeB
dapat diartikan bahwa himpunan B memuat himpunan A, juga

dapat dinyatakan dengan B o A. Sedangkan jika himpunan C

bukan himpunan bagian dari himpunan D maka ditulis C ¢ D.

A c B dapat diartikan bahwa himpunan B memuat

himpunan A, juga dapat dinyatakan dengan B> A .
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Contoh:
a. Jika A={1,2} dan B={1,2,3,4} maka AcB.
Dapat ditunjukkan dengan diagram Venn berikut ini.

Dapat dilihat bahwa setiap

anggota dari A menjadi

anggota B.

b. Jika C={1,2,3,4} dan D={2,3,4,5} maka C ¢ D.

Ditunjukkan dengan diagram Venn di bawah ini.

il D

Dapat dilihat bahwa ada anggota C yang tidak menjadi
anggota (bukan anggota) dari D.
Sifat-sifat himpunan bagian
1. Refleksif : A c A
Setiap anggota dari A menjadi anggota A (menurut
definisi A ¢ A). Himpunan bagian semacam ini disebut

himpunan bagian tidak sejati (improrer subet).

2. Transitif: AcBdanBcC=>AcC

3. Antisimetris:AcBdanBc A=A=B

4. Himpunan kosong selalu menjadi himpunan bagian
dari setiap himpunan, atau disebut juga himpunan
bagian tidak sejati.
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Menurut definisi kesamaan dua himpunan

Definisi 1.5

Himpunan A disebut himpunan bagian sejati (proper subset)
dari himpunan B jika dan hanya jika setiap anggota A menjadi
anggota dari B dan paling sedikit satu anggota dari B tidak
menjadi anggota A, atau dengan kata lain A disebut himpunan
bagian sejati dari B jika dan hanya jika A c B dan A # B.

A=B jika dan hanya jika setiap anggota A menjadi anggota B
dan setiap anggota B menjadi anggota A.

Jadi, A=B ©AcB dan BCA.

Contoh:

A={1,2,3} dan B={1,2,3,4}

A merupakan himpunan bagian sejati dari B.

Teorema 1.1

Himpunan kosong merupakan himpunan bagian dari setiap

himpunan.

Bukti:

Untuk membuktikan teorema ini digunakan implikasi, jika p
maka q yang disajikan dengan p=q.

p dinamakan anteseden.

q dinamakan konsekuen.

Kita akan membuktikan @c A untuk sebarang himpunan A.
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Ini berarti jika x €@ maka x € A. Karena & adalah himpunan

yang tidak mempunyai anggota maka
Pernyataan x € @ (Salah)
Pernyataan x € A (Benar)
Sehingga x € @ = x € A adalah benar.

Jadi, himpunan kosong merupakan himpunan bagian dari

setiap himpunan.

Teorema 1.2

Terdapat satu dan hanya satu himpunan kosong.

Bukti:

Dalam pembahasan himpunan kosong telah diungkapkan
bahwa hanya ada satu himpunan kosong, meskipun diperoleh

dari syarat keanggotaan yang berbeda.

Sekarang pernyataan tersebut akan dibuktikan. Menurut
Teorema 1.1, himpunan kosong merupakan bagian dari setiap
himpunan.

Misalkan terdapat dua himpunan kosong yaitu @, dan @, .
Karena @, merupakan himpunan kosong, maka @, adalah
himpuan bagian dari setiap himpunan sehingga @ c @, .
Karena @, merupakan himpunan kosong, maka @, adalah
himpunan bagian dari setiap himpunan sehingga @,c9, .
Menurut definisi kesamaan himpunan, @,c®, dan ¢,c@, &
?,=0,.

Jadi, hanya terdapat satu himpunan kosong.
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1.7 Himpunan Kuasa

Definisi 1.6

Himpunan kuasa (power set) dari himpunan A adalah semua

himpunan bagian dari himpunan A.

Himpunan kuasa dari himpunan A dinyatakan dengan lambang
P(A) atau 2* .
Contoh:
Tentukan semua himpunan bagian dari himpunan A, jika:
a. A=0
b. A={1}
A={1,2}

a. Himpunan bagian dari @ adalah @.
b. Himpunan bagian dari {1} adalah @ dan {1 }.
Himpunan bagian dari {1, 2} adalah @,{1}, dan {1, 2}.

Apabila banyaknya anggota himpunan A dinyatakan
dengan dan banyaknya anggota himpunan kuasa dinyatakan
dengan , dapat dibedakan bahwa

e A={ab}dengan n(A)=2

o 2°={@ fa},{b},{a,b}} dengan n(2* )=4

e {a}c Adan{a}e2
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Himpunan kuasa merupakan keluarga himpunan, yaitu
himpunan yang setiap anggotanya adalah himpunan. Anggota
suatu keluarga himpunan sering dinyatakan dengan himpunan
indeks I.

e Apabila I={a,p,y} maka {A }

e Apabila I={1,2,3} maka {A }

iliel

(A ALA }
={A1’A2’A3 }

1.8 Rangkuman

1. Himpunan adalah kumpulan objek atau benda
yang didefinisikan dengan jelas sehingga kita dapat
menentukan apakah suatu objek atau benda tersebut
merupakan anggota himpunan atau tidak.

2. Himpunan dapat dinyatakan dengan
a. Menuliskan semua anggotanya (cara pendaftaran/

tabulasi)
b. Menuliskan syarat keanggotaannya, yaitu
A= {x| P(x)}

3. Keanggotaan suatu himpunan dinyatakan dengan €
dan bukan anggota dinyatakan dengan €.

4. Himpunan semesta adalah himpunan yang memuat
semua anggota yang dibicarakan.

5. Himpunan kosong adalah himpunan yang tidak
mempunyai anggota. Himpunan kosong dinyatakan
dengan & atau { } . Hanya ada satu himpunan kosong.

6. A=Bjika dan hanyajika V x,x € A=>x €B
danVx, xEB=>x €A.

7. a. A cBjika dan hanyajika V x,x € A =>x € B.

b. A ¢ Bjika dan hanya jika3x,x EAdanx &€ B.
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8. Sifat-sifat himpunan bagian

a. AcA (refleksif)
b. AcBdanBcC=>AcC (transitif)
c. AcBdanBcA=A=8B (anti simetris)

d. @ c A untuk sebarang himpunan A

9. A=Bjika dan hanyajika A c Bdan B c A.

10. A merupakan himpunan bagian sejati dari B jika dan
hanya jika @ # A c Bdan A #B.

11. Himpunan kuasa dari himpunan A adalah himpunan
semua himpunan bagian dari himpunan A, dan
dinyatakan dengan 2# atau P(A) .

Jika n(A)= 3 maka n(2* )=2°=8.
Jika n(A)= N maka n(2* )=2"N.
Himpunan kuasa merupakan keluarga himpunan sebab

setiap anggotanya merupakan himpunan.

1.9 Latihan Soal

1. Nyatakan himpunan berikut dengan menuliskan semua
anggotanya.
A =Himpunan semua bilangan asli kelipatan 6 yang

kurang dari 50.
B = Himpunan semua bilangan pecahan dengan

pembilang 1 dan penyebut bilangan asli kurang
dari 6.
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Nyatakan himpunan berikut dengan syarat keanggotan
atau notasi pembentuk himpunan.
P ={0,1,4,9,16}

1234
0= {5’5’335}
Carilah yang mana diantara ketiga himpunan berikut
yang merupakan himpunan kosong.
A={x| x>+ 1 =0, x € Bilangan Asli}
B={x |13 < x <16, x € Bilangan Prima}
C={x| x <1, x € Bilangan Cacah}

Isilah dengan €, ¢, ¢ atau ¢ sehingga diperoleh

pernyataan yang benar.

a. {0} ....{01}
b. @....(0)
e (1,2} {13}
d 1o}

Ditentukan A={2, 4, 6, 8,10, 12, 14}. Carilah himpunan
bagian dari A yang anggotanya.

a. Habis dibagi 3

b. Jika dikurangi 1 menghasilkan bilangan prima
Tentukan semua himpunan bagian sejati dari A={0, 1,
2}.

Tentukan himpunan kuasa dari A={p, q, 1, s} .
Sebutkan anggota dari A={1, {2, 3}, @, p}.
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Carilah diantara ketiga himpunan berikut yang bukan
keluarga himpunan

A={0,0,{0,1}}

B={0,{0},{0,1}}

C=tp.aip.al}

Buatlah tabel yang menyatakan hubungan antara n(A)
dan n(2*), dengann(A)=0,1, 2,3, ---, N..






2. Operasi Pada Himpunan

Operasi pada himpunan adalah cara membentuk himpunan
baru dari himpunan yang diketahui. Operasi disebut operasi
uner jika himpunan baru diperoleh dari satu himpunan dan
disebut operasi biner jika himpunan baru diperoleh dari
dua himpunan yang ditentukan. Operasi tersebut meliputi

gabungan, irisan, selisih, komplemen, dan hasil kali cartesius.

2.1 Gabungan dan Irisan Himpunan

Definisi 2.1
Gabungan dua himpunan A dan B adalah himpunan semua

elemen yang menjadi anggota A atau B atau kedua-duanya,
atau dapat ditulis dengan A UB = {x| x € A atau x € B}
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Definisi 2.2
Irisan dua himpunan A dan B adalah himpunan semua elemen

yang menjadi anggota A dan juga menjadi anggota B, atau

dapat ditulis dengan
ANB={x| x€A dan x € B}

Contoh:

1. Jika A ={a,b,1,3} dan B={a,p,1,5,7} maka
AUB={ab,p,1,3,5,7}

ANB ={a1}

2. A={x| x € Bilangan ganjil, x > 0}
B={x| x € Bilangan prima}
Sehingga diperoleh
A={1,3,5,7911,13 ---}
B={2,3,5,7,11,13,---}

Maka

A UB={1,23,5,79,11,13,--}=A U {2}

A N B={x| x € Bilangan prima, x#2}
3. Q= Himpunan bilangan rasional

L = Himpunan bilangan irasional
Q U L= Himpunan bilangan real
QNL=¢

Catatan:

e Jika A N B # @ maka dikatakan bahwa A dan B

berpotongan.
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e Jika A # @ danB# @, sedangkan A N B=@ maka A dan
B disebut dua himpunan yang saling asing atau saling
lepas.

Sifat-sifat dari operasi gabungan dan irisan

1. Sifat komutatif
AUB=BUA

ANB=BNA

2. Sifat asosiatif
(AUB)UC=AU(BUCQC)
(ANB)NC=AN(BNC)

Sifat asosiatif tersebut dapat ditunjukkan dnegan syarat
keanggotaan

a. (AUB)UC={x| xeAUBataux€C}
={x| x€eAataux € Bataux e C}

AU(BUC)={x| xeAataux€BUC}
={x| x€Aataux € Bataux € C}
(AUB)UC = AU (BUC),sebabsyaratkeanggotaannya

sama.

b. (ANB)NC={x| xeANBdanx€eC}
={x| xeAdanxe€Bdanx € C}

AN(BNC)={x|] xeAdanxeBNC}
={x| xeAdanx € Bdan x € C}
(ANB)NC =AN(BNC),sebabsyaratkeanggotaannya

sama.
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Berikut ini sifat dari operasi gabungan dan irisan yang
dikaitkan dengan relasi antara dua himpunan dan himpunan

khusus. Untuk setiap himpunan A, B, dan C berlaku hubungan

sebagai berikut:

1. Ac(AUB) dan Bc(AuUB)

2. (ANB)cA dan (ANB)cB

3. A UB =Bjika dan hanyajika A ¢ B

4. AN B-=Ajika dan hanyajika A c B

5. AcBdanAcC = Ac(BNCQC)

6. AcCdanBcC = (AuB)cC

7. AUB=0jikadanhanyajika A=@danB=0

8. AUA=A dan ANA=A
Aupg=A dan ANG =0
AuS=S dan ANS=A

Dengan S adalah himpunan semesta.

Teorema 2.1

a. Au(BNC)
b. AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

[
>
c
=
-
>
c
@

Bukti:

Untuk membuktikan Teorema 2.1, kita dapat menggunakan
definisi kesamaan dua himpunan.
a. Au(BNC)=(AuB)N(AUC)
i. Akan dibuktikan AU (BNC)c(AUB)N(AUC)
Ambilxe AU (BNC)makax€Aatau(x€BNC)
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x€Aatau(x€Bdanx € ()
(x€Aataux€B)dan(x€Aataux€C)
xX€EAUBdanxe AUC
x€(AUB)N(AUC)

Jadi, AU(BNC)c(AUB)N(AUC)

ii. Akan dibuktikan (AUB)N(AUC)cAU(BNC)
Ambilye (AUB)N(AUC)makay€AUB
dany€AUC
(yeAatauy€B)dan(y€AatauyeC)
y€Aatau (y€Bdany€eC)

ye€AatauyeBNC

yeEAU(BNC)

Jadi, (AUB)N(AUC)cAU(BNC)

Dari (i) dan (ii) maka diperoleh A U (BN C)=(A U B)
N(AuC)

AN(BuC)=(ANB)U(ANC)

i. Akan dibuktikan AN (BUC)c(ANB)U(ANC)
Ambilxe AN(BUC)makax€eAdan (x€BuU ()
x€Adan(x € Bataux€C)

(x€Adanx€B)atau (xe€Adanx€C)
x€EANBatauxeANC

xe€(ANB)U(ANC)

Jadi, AN(BUC)c(ANB)U(ANC)
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ii. Akan dibuktikan (ANB)U(ANC)cAN(BUC)
Ambilye (ANB)U(ANC)makay€eANBatauy€e ANC
(yeAdany€eB)atau(y€AdanyeC)
y€Adan(y€BatauyeC)

yEAdanyeBuUC

yeEAN(BUC)

Jadi, (ANB)U(ANC)cAN(BuUC)

Dari (i) dan (ii) maka diperolehAN (BUC)=(ANB)U
(ANC)

Teorema 2.2

a. AU(ANB)=A

b. AN(AUB)=A
Bukti:

a. AU(ANB=A)

i. Akan dibuktikan AU (ANB)cA
AmbilxeAU(ANB)makax€ Aatau(x€ANB)
x€Aatau(x€Adanx€B)

X€EA

Jadi, AU(ANB)cA

ii. Akan dibuktikan A c AU (ANB)
Menurut sifat pada operasi gabungan:
Ac(AUB)

Ac(AuC)
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Berarti A selalu merupakan himpunan bagian dari

gabungan himpunan A dengan sebarang himpunan.
Jadi AcAU(ANB)
Dari (i) dan (ii) sehingga diperoleh AU (ANB)=A

b. AN(AUB)=A
i. Akan dibuktikan AN (AUB)cA
Ambilxe AN(AUB)makax€eAdan(x€AUB)
x€Adan(x€Aataux€B)
X€EA
Jadi, AN(AUB)cA

ii. Akan dibuktikan AcAN(AUB)

Menurut sifat irisan dua himpunan

ANB=A,jika dan hanya jika A ¢ B

AN C=A,jika dan hanyajika A c C

Sehingga AcAN(AUB)

Dari (i) dan (ii) sehingga diperoleh AN (AUB)=A

2.2 Selisih dan Komplemen Himpunan

Selisih dari himpunan A dan B atau dinyatakan dengan
“A - B”, adalah himpunan yang terdiri atas semua elemen A

yang bukan anggota B.
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Definisi 2.3
A-B={x| x€eAdanx ¢ B}
B-A={x| xeBdanx ¢ A}

Selisih dari himpunan Semesta S dengan A yaitu “S - A”,
disebut komplemen dari himpunan A dan dinyatakan dengan
A'atau A°.

Jadi A' adalah himpunan semua anggota S yang bukan
anggota dari A. Dapat pula dikatakan bahwa A' adalah

himpunan semua elemen yang bukan anggota dari A

Definisi 2.4
A'={x| x€S,x¢ A} atau A'={x| x¢ A}

Contoh:
JikaS={1,2,3,,9})danA={1,3,5,7,9}
maka A'={2,4,6,8}

Sifat-sifat selisih dua himpunan dan komplemen

1. (A-B)cAdan(B-A)cB

2. A-B=0 jika dan hanyajika A c B

3. A-B=B-Ajikadanhanyajika A=B

4. JikanANB=@makaA-B=AdanB-A=B
5. JikaAcBmakaAU(B-A)=B

6. (A-B)NB=9

7. (A')=A

8. @'=S

9.

S'=0
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Teorema 2.3

A-B=ANB

Bukti:

A-B ={x| xeAdanx ¢ B}

={x| x€Adan X € B'} ..o (i)
ANB'={x] x€EAdan X € B'}.cccevuioreeeeieeeeeeeeeeee, (ii)
Dari (i) dan (ii) sehingga diperoleh A - B=A N B'

Teorema 2.4 (Teorema de Morgan)
a. (AUB)=A'NB
b. (ANB)=A'"UB

Bukti:
a. (AUB)=A'"NB

i. Akan dibuktikan (AUB)'c A'n B’
Ambilxe (AUB) makax¢ AUB
x¢Adanx¢B
x € A' danx € B'
x€A'NB'
Jadi, (AUB)'cA'NB'
ii. Akan dibuktikan A'NB'c (AU B)'
Ambily € A'NB' makay € A' dany € B'
yg¢Adany € B
y¢AUB
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yE(AUB)'
Jadi, A'NB'c (AUB)'
Dari (i) dan (ii) sehingga diperoleh (AU B)'=A' N B'

b. (ANB)=A"UB
i. Akan dibuktikan (ANB)'cA'UB'
x¢& Aataux &B
x € A'ataux € B'
X€A'UB'

Jadi, (ANB)' cA'UB'

ii. Akan dibuktikan A'UB'c (ANB)'
Ambily € A' UB' makay € A' atauy € B'

y¢A atau y€B

yEANB

yeE(ANB)'

Jadi,A'UB'c (ANB)'

Dari (i) dan (ii) sehingga diperoleh (ANB)'=A' U B'

Teorema 2.5

Jika A c BmakaB' c A'

Bukti:

Akan dibuktikan secara tidak langsung, yaitu menggunakan
kontraposisi dari suatu implikasi.

Ingatlah bahwa implikasi dan kontraposisi mempunyai nilai

kebenaran yang sama.
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p—q (Implikasi)

~g—~p  (Kontraposisi)

Misalkan B' ¢ A'

Ini berarti (3 x), (x€B' danx g A')
(3x),(x¢B dan x€A)
(3x),(x€A danx€&B)

Jadi, A ¢ B. Ini bertentangan dengan yang diketahui bahwa
A c B, sehingga pengandaian yang di ambil salah.

Dengan demikian yang benar adalah B' c A"

2.3 Hasil Kali Cartesius

Hasil kali cartesius dari dua himpunan A dan B adalah
himpunan semua pasangan berurutan (x,jy) dengan x € A dan

y € B, dan dinyatakan dengan A x B.

Definisi 2.5
AxB={(x,y)| x€eAdany€B}

Contoh:
A={a,b}danB={c,d}
AxB={(a,c),(a,d),(b,c),(b,d)}
BxA={(c,a),(c,b),(d,a),(d,b)}
Sifat-sifat perkalian himpunan:

1. Jika A=@atauB=0 maka A x B=0.
2. AxB#BxA
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A x B=Bx A, jika dan hanyajika A =B.
Hal ini berarti bahwa perkalian himpunan dapat
dilakukan pada himpunan yang sama.

3. (x,y)EAxBeoxeAdany€eB
(x,y)¢AxBox¢Aatauy ¢ B

Teorema 2.6
a. Ax(BUC)=(AxB)U(AxC)
b. Ax(BNC)=(AxB)N(AxC)
c. Ax(B-C)=(AxB)-(AxC)

Bukti:

a. AxBUQ=(AxB)U(AxC)
Ambil (x,y)€AXx(BUC), berartix € Adany €
(BucC)
x€Adan(y€BatauyeC)
(x€Adany€eB)atau(x€Adany€C)
(x,y)€EAxBatau(x,y)EAxC
(AXB)U(AxC)

b. Ax(BNC)=(AxB)N(AxC)
Ambil (x,y)€Ax(BNC) berartix € Adany €
(BNC)
x€Adan(y€Bdany€eC)
(x€Adany€eB)dan(x€Adany€eC)
(x,y)EAxBdan(x,y)€eAxC
(AxB)N(AxC)



C.

Struktur Aljabar 1 | 29

Ax(B-C)=(AxB)-(AxC)

Ambil (x,y)€AX(B-C), berartix€ Adany € (B-C)
x€Adan(y€Bdany ¢ C)
(x€Adany€B)dan(x€Adany & C)
(x€Adany€eB)dan(x¢ Aatauy € C)
(x,y)€AxBdan(x,y)gAxC
(AxXB)-(AxC)

2.4 Rangkuman

1.

Gabungan dua himpunan A dan B adalah himpunan
semua elemen yang menjadi anggota A atau B atau
kedua-duanya.

Irisan dua himpunan A dan B adalah himpunan semua
elemen yang menjadi anggota A dan juga menjadi
anggota B.

Selisih dari himpunan A dan B yang dinyatakan dengan
A - B, adalah himpunan yang terdiri atas semua elemen
A yang bukan anggota B.

Komplemen dari himpunan A adalah himpunan semua
anggota dari S yang bukan anggota A.

Hasil kali cartesius dari dua himpunan A dan B adalah
himpunan pasangan berurutan ( x, y ) dengan x € A

dan y € B, dan dinyatakan dengan A x B.
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2.5 Latihan Soal

1.

Buktikan secara langsung (tanpa pemisalan)
menggunakan sifat dan teorema bahwaAcB=B'c A'
JikanA={1,2,3,4},B={3,4,5,6} dan
C={2,4,5,7}. Tunjukanlah bahwa:

a. AU(BNC)=(AUB)N(AUC)

b. AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
Jikas={1,2,3,-,9},A={1,3,5,7,8} dan
B={1,2,3, 4} Tunjukanlah bahwa:

a. (AUB)=A'"NB

b. (ANB)=A"UB
JikanA={1,3,5,7,8},B={1,2,3,4}, dan
C={1,2,5,9}. Tentukanlah:

a. A-B-C

b. AN(B-C)

JikanAuC=BuCdan ANC=BNCmaka A = B.
Buktikanlah!

Buktikanlah bahwa (A-B)U(B-A)=(AUB) -
(ANB).
JiknA={1,2}B={3,4,5,6},danC={3,4,7}.
Tunjukanlah bahwa

a. Ax(BNC)=(AxB)N(AxC)

b. Ax(B-C)=(AxB)-(AxC)

Buktikanlah bahwa (N 4,)' = U 4
i€l i€l
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3. Fungsi atau Pemetaan

3.1 Pengertian Fungsi

Definisi 3.1

Misalkan A dan B adalah himpunan tidak kosong. Suatu cara
atau aturan yang memasangkan setiap elemen dari himpunan
A dengan tepat satu elemen dari himpunan B disebut fungsi

dari himpunan A ke himpunan B.

Misalkan cara atau aturan yang mengaitkan tersebut diberi
simbol , maka dikatakan bahwa adalah fungsi dari A ke B dan

dilambangkan sebagai
ffA —» B atau A —» B
dibaca “fungsi dari ke ” atau “ adalah pemetaan dari A ke

B”. Pemetaan ini dapat dilukiskan dengan diagram seperti

pada gambar berikut.
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A B

Selanjutnya himpunan A disebut daerah asal (domain) dari
f, dan B disebut daerah kawan (kodomain) dari f. Apabila a €
A maka suatu elemen dari B yang merupakan pasangan dari a
disebut peta (bayangan atau image) dari a dan dinyatakan dengan
simbol “f (a )”.

Contoh:

Misalkan f: A — B didefinisikan seperti pada gambar berikut ini.

a f‘ x
b _] —t—
c z
d

A B

A={a,b,c,d}danb={x,y, z}.Pada pemetaan ini dapat
dikatakan bahwa

fla)=x f(b)=y
fle)=y f(d)=z

Pemetaan ini dapat ditulis sebagai himpunan pasangan
berurutan

f={(a,x),(b,y),(c,y),(d, z)}
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Perlu ditekankan sekali lagi bahwa setiap elemen dari A harus

dipasangkan dengan tepat satu elemen dari B, berarti

e Tidak ada elemen dari A yang tidak dipasangkan

e Tidak ada elemen dari A yang dipasangkan lebih dari satu

e Elemen dari B boleh memperoleh pasangan lebih dari satu
elemen dari A

e Elemen B boleh tidak memperoleh pasangan elemen dari A
Misalkan suatu pemetaan dari himpunan A ke himpunan

B, yaitu f: A — B. Ingat bahwa tidak setiap elemen dari B perlu

memperoleh pasangan sebagai peta elemen dari A. Himpunan

semua elemen dari B yang merupakan peta elemen dari A

disebut daerah hasil atau jelajah (range) dari f, dan dinyatakan

dengan f (A ) . Perhatikan bahwa f(A) c B.

Jadi pemetaan f: A — B mempunyai daerah hasil f (A) c
Bdanf(A)={f(x)| x € A} Selanjutnya, bila D ¢ A maka
f(D)={f(x)| x €D }disebut peta dari D oleh pemetaan f

Contoh:

1. Misalkan B adalah himpunan bilangan bulat dan
f:B — B didefinisikan oleh f (x ) =x% Vx €B.

Kalimat f (x ) = x? V x € B disebut rumus definisi dari

pemetaan . Periksalah bahwa

f(0)=0 f(1)=1 f(-1)=1
f(2)=4  f(-2)=4  f(3)=9
f(-3)=9 f(4)=16 f(-4)=16
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Daerah hasil dari fadalah {0,1,4,9, 16, -}
Jika A adalah himpunan bilangan asli maka
f(A)={1,4,9,16,}

2. MisalkanS={0,1,2,3,4,5}danT={0,2,4,6,8}.

Pemetaan g : S — T. Pemetaan didefinisikan seperti

pada diagram panah di bawah ini.

0 O AN O

S T

Daerah hasil dari g adalah {0, 2, 4, 6 }. Perhatikan bahwa g (1)
=2, sehingga 2 adalah peta atau bayangan dari 1 oleh pemetaan
g, dan dikatakan pula bahwa 1 adalah prapeta (invers) dari 2 oleh

pemetaan g dan ditulis:
g1 (2)=1
Selanjutnya dari contoh (2), dapat diperiksa bahwa
g(0)={0} g'(2)=1
g'(6)=1{4,5} g'(4)={2,3}
g'({0,2,4,6})={0,1,2,3,4,5}

Hal ini dapat dinyatakan menurut definisi berikut.
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Definisi 3.2
Misalkan f : S — T adalah suatu pemetaan, jika ¢t € T maka
himpunan semua elemen dari S yang dipetakan ke t disebut

prapeta (invers) dari t oleh f dan dinyatakan dengan “ f (t)”.

Jadi, f* (t)={x €S| f(x) =t} adalah himpunan semua
prapeta dari t oleh pemetaan £. Jika Bc Tmakaf™* (B)={x

€ S| f(x) c B} adalah himpunan semua elemen dari S yang

merupakan prapeta elemen dari B .

Contoh:

1.

Misalkan A adalah himpunan bilangan asli. Pemetaan
f: A — A didefinisikan oleh f(x ) =2x,x€A.

Range (daerah hasil) dari fadalah {2,4,6,8, --- }.
Perhatikan bahwa:

fi1)=e f1(2)={1} f1(3)=0
fr(4)={2}f1(5)=0 f1(6)={3}

Misalkan Z adalah himpunan bilangan bulat dan N

adalah himpunan bilangan asli. Pemetaan f:Z — N

didefinisikan f (x ) =x*+1,V x € Z.

Misalkan pula A ={-2,-1,0}danB={0,1,2, 3}

sehinggaf(A)={1,2,5}danf(B)={1,2,5,10}.

e f(ANB)#f(A)Nf(B)
fOANB)=f(0)={1} f(A)Nf(B)={1,2,5}
Jadi, f(ANB)Cf(A)Nf(B)
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e f(AUB)=f(A)Uf(B)
fF(AUB)=f({-2,-1,0,1,2,3})={1,2,5,10}

f(A)Uf(B)={1,2,5}u{1,2,5,10}={1,
2,5,10}

Misalkan P={1,2,3,4}danQ={3,4,5 } maka
frP)={-101}danf' (Q)={-2,2).
o fI(PNQ)=f"(P)NF(Q)
fIPNQ) =f1({3,4)=0
FIP)NF(Q)={1,0,1}N{2,2}=0

o fI(PUQ)=f1(P)USF(Q)
f1(PuQ)=f"({1,2345})={-2,-1,0,1,2}
fI(P)UfI(Q)={_1/0/1}U{_2/2}={_2/_1/0/
1,2}

Berdasarkan contoh (2), dapat dinyatakan menurut teorema

berikut ini.

Teorema 3.1
Jika f: S — T suatu pemetaan dan A, B € S maka
c. f(ANB)<=f(A)NSf(B)

d. f(AUB)=f(A)Uf(B)
e. JikaAcBmakaf(A)cf(B)

Bukti:
a. f(ANB)CF(A)NF(B)
Ambil y € f( AN B) maka ada x € A N B sedemikian
sehinggay =f(x).
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Karena x € A N B maka x € A dan x € B sehingga f (x)
€Ef(A)danf(x)€f(B).

Hal ini berarti f (x) € f (A) N f(B)

Karena y = f (x) makay € f (A) N f (B)

Jadi, jika y € f(A N B) makay € f(A) N f (B) sehingga f
(ANB)cf(A)Nf(B).

f(AUB)=f(A)Uf(B)

Untuk membuktikan kesamaan dua himpunan, kita
harus menunjukkan bahwa f (A U B) c f(A) U f (B)
danf(A) Uf(B) c f(AUB).

i. Akan dibuktikan f (A U B) c f (A) U f (B)

Ambil y € f(A U B) maka ada x € A U B sedemikian sehingga
y=f@.

Karena x € A U B maka x € A atau x € B sehingga f (x) € f
(A) atau f (x) € f (B).

Hal ini berarti f (x) € f (A) U f (B).

Jadi, jikay € f(A U B) maka y € f(A) U f(B) sehingga f (A U
B) < f(A) Uf(B).

ii. Akan dibuktikan f (A) U f(B) c f (A U B)

Jika t € f(A) maka ada s € A maka t=f(s).

Jika t € f (B) maka ada r € Amaka t = f (7).

Karena s € A dan r € Bmaka s,» € A U B sehingga f (s)
f(r) €f(AUB).

Karena t =f(s) =f (r) maka t € f (A U B).



38

| Petrus Fendiyanto

Jadi, jika t € f (A) U f (B) maka t € f (A U B) sehingga f
(A)Vf(B) = f(AUB)

Dari (i) dan (ii) sehingga diperoleh f (A U B) =f(A) U f(B)
Jika A € B maka f (x) € f (A)Ambil maka

Ambil x € A maka f (x) € f (A)

Karena A c B maka x € B sehingga f (x) € f (B)

Jadi, f (A) < £ (B).

a.

Teorema 3.2

Jika f: S — T suatu pemetaan dan P, Q ¢ T maka

b.

C.

fIPNQ)=F@®)NF Q)
fI(PUQ) =f(P)Uf (Q)
Jika P € Q maka ! (P) c f* (Q)

Bukti:

a.

FHPNQ)=f(P)NF(Q)
i. Akan dibuktikan £ (PN Q) c £ (P) N £ (Q)

Ambilx € f1 (PUQ) makaf(x) ePUQ

Sehingga diperoleh f (x) € P dan f (x) € Q

Ini berarti x € f! (P) danx € f! (Q) makax € f1 (P) N f1(Q)
Jadi, f1 (PN Q) < f1(P)Nf1(Q)

ii. Akan dibuktikan f* (P) N £ (Q) c f* (PN Q)
Ambily € f1 (P) N f (Q) makay € f' (P)dany € f1 (Q)
Sehingga f(y) € P dan f(y) € Qmaka f(y) EPNQ

Ini berarti y € f1 (P N Q)
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Jadi, f1 (P) N f1(Q) = f1 (PN Q)
Dari (i) dan (ii) sehingga diperoleh f* (P N Q) = f* (P)
V(%)

- fTRUVQ=(P)UFQ

i. Akan dibuktikan f* (P U Q) c f* (P) U f* (Q)
Ambil x € f (PU Q) makaf(x) ePUQ
Sehingga f (x) € P atau f (x) € Q

Ini berarti x € f* (P) atau x € f' (Q) maka x € f' (P) U
f1Q

Jadi, f1 (P U Q) c f1(P)Uf1(Q)

ii. Akan dibuktikan f* (P) U f* (Q) c f* (P U Q)
Ambil y € 1 (P) U f1(Q) maka y € f* (P) atauy € f* (Q)
Sehingga f (y) € P atau f (y) € Qmaka f (y) EP U Q
Ini berarti y € f1 (P U Q)

Jadi, f1 (P) U (Q) £ (PU Q)

Dari (i) dan (ii) sehingga diperoleh f* (P) U f* (Q) = f*
(PUQ)

Jika P c Q maka f! (P) c f! (Q) Ambil maka

Ambil x € f! (P) maka f(x) € P

Karena P ¢ Q maka f (x) € Q sehingga x € f* (Q)
Jadi, f* (P) = f1 (Q).
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3.2 Pemetaan Surjektif

Misalkan B adalah himpunan bilangan bulat dan C adalah
himpunan bilangan cacah. Pemetaan f: B — C didefinisikan
olehf(x)=|x|,V x €B.

f(3)=3  f(3)=3  f(0)=0
f(2)=2  f(2)=2  f(B)=C
f(1)=1  f(1)=1

Setiap elemen dari B pasti mendapat pasangan dengan

suatu elemen dari C. Pemetaan seperti ini dinamakan pemetaan
surjektif atau pemetaan onto. Dikatakan bahwa f adalah
pemetaan dari B onto C. Hal ini dinyatakan menurut definisi
berikut.

Definisi 3.3
Suatu pemetaanf: S — T disebut pemetaan surjektif (pemetaan
onto) jika dan hanyajikaf(S)=T.

Dapat pula dikatakan bahwa suatu pemetaan dikatakan
surjektif jika setiap elemen dari kodomain (daerah kawan)
mempunyai pasangan dengan suatu elemen dari domain (daerah

asal). Secara simbolik ditulis

Pemetaan f.S—T dikatakan surjektif & Vt€T, 3x€S53
f(x)=t.

Notasi 3 dibaca “ada” dan 3 dibaca “sedemikian sehingga”.

Definisi tersebut dapat juga dikatakan sebagai berikut.
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“Suatu pemetaan dikatakan surjektif (onto) jika dan hanya jika

daerah hasillnya sama dengan daerah kawan”.

Hal ini berarti prapeta dari setiap elemen daerah kawan selalu
tidak kosong, secara simbolik dituliskan dengan

Pemetaan f: S — T dikatakan surjektif & Vt€eT f'(t)#0

Contoh:

1. Misalkan A adalah himpunan bilangan asli dan G
adalah himpunan bilangan asli genap, maka pemetaan
f: A—G yang didefinisikan oleh f (x) =2x, V x € A
adalah suau pemetaan surjektif.

2. Jika R himpunan bilangan real maka pemetaan f: R—R
yang didefinisikan oleh f (x) = x?, V x € R bukan suatu

pemetaan surjektif, karena

« fi(D=0
« f1(D=0
« f1B)=0

3.3 Pemetaan Injektif

Definisi 3.4

Suatu pemetaan f: S — T disebut pemetaan injektif (pemetaan
satu-satu) jika dan hanya jika V x € f(S), f! (x) merupakan
himpunan tunggal (himpunan yang hanya memuat satu

elemen).
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Dari definisi 3.4 dapat dimengerti bahwa setiap elemen
dari daerah hasil mempunyai prapeta tepat satu elemen dari
daerah asal. Artinya, setiap dua elemen yang berlainan dalam
daerah asal mempunyai peta yang berlainan dalam daerah
kawan. Atau dapat dikatakan bahwa tidak ada dua elemen yang
berlainan dalam daerah asal yang mempunyai peta yang sama

dalam daerah kawan. Hal ini dapat dinyatakan sebagai berikut.

Pemetaan f:S — T dikatakan injektif © Vx, y €S, x#y= f(x)#f(y)

Dalam penggunaannya untuk menyelesaikan soal, kita

menggunakan kontraposisinya, yaitu

Pemetaanf: S — T dikatakan injektif ©Vx, y €S, f(x)=f(y)=>x=y.

Hal ini dikatakan bahwa suatu pemetaan disebut injektif, jika
dan hanya jika setiap dua elemen dari daerah asal yang petanya
sama, kedua elemen tersebut sama pula.

Contoh:

1. Misalkan A adalah himpunan bilangan asli dan
pemetaan f : A—A didefinisikan oleh f (x) =2x 1, V x
€ A. Pemetaan ini adalah injektif, sebab jika x, y € A
sedemikian sehingga f (x) = f (y), yaitu 2x + 1 =2y + 1
maka x =y.
2. Misalkan B adalah himpunan bilangan bulat. Pemetaan
f: B — B didefinisikan dengan f (x) = x - 10, V x € B.
e Pemetaan ini injektif
Jika V a, b € B sedemikian sehingga f (a) = f (b),
yaitua-10="0b-10 makaa =b.
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e Pemetaan ini surjektif
Untuk sebarang vy € B, ada x € B dengan x = y+10,
sedemikian sehingga f (x)=f(y+10)=y+10-10=y.

3.4 Pemetaan Bijektif

Definisi 3.5

Suatu pemetaan yang sekaligus injektif dan surjektif disebut

pemetaan bijektif.

Contoh:
1. Misalkan R adalah himpunan bilangan real. Pemetaan
f:R—R didefinisikan oleh f (x) =4x + 3, Vx ER..
e Pemetaan ini injektif
Jika a, b € R sedemikian sehingga f (a) = f (b), yaitu
4a+3=4b+ 3, makaa="b.

e Pemetaan ini surjektif

d-3

Untuk sebarang d € R ada c € R dengan ¢= 7

sedemikian sehingga 1 (c)= s ( a-3 j d-3

2

4
Karena pemetaan f merupakan pemetaan injektif

sekaligus surjektif maka pemetaan fadalah pemetaan
bijektif.
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Misalkan az = {[‘C’ Zj la.b,c.d e R} dan R adalah
himpunan bilangan real. Pemetaan f : M—R
didefinisikan oleh f(A) = |A|, V A € M, dengan | A |
adalah determinan dari matriks A.
e Pemetaan ini bukan injektif

Ambil A, B € M dengan

PER: (60
“lo 4)danFT5

Karena |A|=|B|= 6, berarti f (A) = f (B) =6,
sedangkan A # B.
e Pemetaan ini surjektif

Untuk sebarang a € R ada matriks D € M, misalnya

1 ¢
(0 aj sedemikian sehingga f (D) = a, karena
|D|=a.
Misalkan S suatu himpunan tidak kosong. Pemetaan
i : S — S didefinisikan oleh i (x) = x, V x € S, yaitu
memetakan setiap elemen dari S ke elemen itu sendiri.
Pemetaan ini injektif sekaligus surjektif, sehingga i
merupakan pemetaan bijektif. Pemetaan i tersebut
dinamakan pemetaan identitas. Pemetaan identitas

“": 7
1

pada himpunan S diberi simbol
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3.5 Pemetaan Konstan

Definisi 3.6
Misalkan f:A—B suatu pemetaan dan b suatu elemen dari B.

Jika pemetaan f tersebut didefinisikan oleh f (x) =b,V x € A
maka fdisebut pemetaan konstan.

Jadi pemetaan disebut pemetaan konstan, apabila daerah

hasilnya hanya terdiri atas satu elemen saja.

Contoh:

Misalkan A = {1,2 ,3})dan B={a, b, ¢, d}.
Suatu pemetaan f : A — B didefinisikan
seperti pada gambar disamping.
Nampak bahwa f (1) =f(2) =f(3) =¢,
A B sehingga fadalah pemetaan konstan.

3.6 Rangkuman

1. Fungsidari himpunan A ke himpunan B adalah suatu
cara atau aturan yang memasangkan setiap elemen dari
himpunan A dengan tepat satu elemen dari himpunan
B.

2. Prapeta dari f oleh fadalah suatu pemetaan, jikat € T
maka himpunan semua elemen dari S yang dipetakan
ke t dan dinyatakan dengan lambang f* ().

3. Suatu pemetaan f: S—T disebut pemetaan surjektif

atau pemetaan onto, jika dan hanya jika f (S) = T.



46 | Petrus Fendiyanto
4. Suatu pemetaan f: S—T disebut pemetaan injektif atau
pemetaan satu-satu, jika dan hanya jika vV x € f(S) f*
(x) merupakan himpunan tunggal (himpunan yang
hanya memuat satu elemen).
5. Suatu pemetaan yang sekaligus injektif dan sirjektif
disebut pemetaan bijektif.
6. Pemetaan identitas adalah pemetaan i : S-S yang
didefinisikan oleh i (x) =x, V x € S.
7. Pemetaan konstan adalah pemetaan f : S—T yang
didefinisikan oleh f (x) =¢,V x € S.
3.7 Latihan Soal
1. Diketahui A = {1,2 ,3} dan B = {a, b}. Tentukanlah
pemetaan atau fungsi dari A ke B. Berapakah banyak
pemetaan dari A ke B?
2. Misalkan R adalah himpunan bilangan real, dan
pemetaan g: R—R didefinisikan oleh
2 g Jikax>1
gl {x+2, Jikax <1
Tentukan hasil dari. Apakah suatu pemetaan surjektif,
injektif, atau bijektif?
3. Diketahui A adalah himpunan bilangan asli. Pemetaan

f: A — A didefinisikan dengan f (x) = banyaknya angka
pada lambang bilangan x, V x € A. Tentukan f (9), f (32),
f(531), dan f (10°).
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JikaD = {x € A| 10°< x < 10°}, tentukan f (D).
Apakah fsuatu pemetaan surjektif?
Apakah f suatu pemetaan injektif?

Misalkan R adalah himpunan bilangan real. Pemetaan

f:R—R didefinisikan oleh f (x) = % V x € R. Misalkan
={x|-1<x<0,x€eR}danB={x| 0<x<1,x€eR}.

Tentukanlah:

. f(A) e f(ANB)

b. f (B) f. f(AUB)

¢ f1(A) g f(ANB)

d. f'(B) h. f' (A UB)

Misalkan R adalah himpunan bilangan real, dan

pemetaan f: R—R didefinisikan oleh f (x) =4x + 5, V x

€ R. Tunjukkan bahwa f suatu pemetaan bijektif dan

tentukan rumus definisi untuk f* (x).

Diketahui A = {g, b, c} dan B = {0, 1}. Buatlah diagram

panah dari A ke B yang menyatakan pemetaan surjektif.

Berapa banyak pemetaan surjektif yang dapat di susun

dari A ke B?

Diketahui S = {1, 2, 3}. Berapa banyak pemetan bijektif

yang dapat disusun dari S ke S?

Diketahui A = {1, 2} dan B={a, b, ¢, d}. Buatlah suatu

pemetaan injektif dari A ke B. Berapa banyak pemetaan

injektif yang dapat disusun dari A ke B?
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4. Pemetaan Komposisi dan
Pemetaan Invers

4.1 Pemetaan Komposisi

Sebelum membicarakan pemetaan komposisi terlebih
dahulu kita membahas mengenai kesamaan dua pemetaan

berikut ini.

Definisi 4.1
Dua pemetaan f: A—Bdan g : C—D dikatakan sama (ditulis
“f=¢") jika dan hanya jika

a. A=C

b. B=D

c. f(x)=g((x),VxeA

Khususnya pemetaan f : A—B dan g : A—B dikatakan sama
jika dan hanyajika f (x) = g (x), V x € A.
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Dari definisi tersebut dapat disimpulkan bahwa dua

pemetaan dikatakan sama, apabila

a.

Daerah asalnya (domain) sama

b. Daerah kawannya (kodomain) sama

C.

Nilai-nilai pemetaannya sama

Contoh:

1.

Misalkan A adalah himpunan bilangan asli, dan G
adalah himpunan bilangan genap.

Pemetaan f: A—A didefinisikan oleh f (x) = 2x, V x €
A dan pemetaan g : A—G didefinisikan oleh g (x) =
2x, V x € A.

e Dua pemetaan ini mempunyai daerah asal (domain)
yang sama

e Nilai-nilai pemetaan untuk setiap elemen dari A
sama pula, sehingga daerah hasilnya sama

e Daerah kawannya (kodomain) tidak sama

Sehingga dua pemetaan tersebut tidak dapat dikatakan

sama. Dapat pula dilihat bahwa pemetaan f tidak

surjektif, sedangkan pemetaan g adalah surjektif. Jadi

f#g

Misalkan B adalah himpunan bilangan bulat.

Pemetaan f: B—B didefinisikan oleh f (x) = x*+2, V x €

B. Pemetaan g : B—B didefinisikan oleh g () = #*+t, V¥

t € B. Nampak jelas bahwa pemetaan f dan g tersebut

sama, sehingga f=g.

Selanjutnya, kita akan membicarakan komposisi dari dua

pemetaan. Misalkan f : A—B dan g : B—»C adalah pemetaan.
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Perhatikan bahwa B menjadi daerah kawan dari pemetaan f,
dan menjadi daerah asal dari pemetaan g. Hal ini digambarkan

sebagai berikut.
CO~COo (0
Misalkan x € A maka oleh pemetaan f, peta dari x, yaitu f
(x) berada dalam B, sedangkan B merupakan daerah asal dari
pemetaan g. Selanjutnya peta dari f (x) oleh pemetaan g adalah
g (f(x)) dalam C. Dengan kata lain, kita mempunyai suatu

pemetaan dari A ke C. Pemetaan baru ini disebut pemetaan

komposisi dari f dan g, dan dinyatakan dengan simbol:

g o fatau (gf)

Jadi, jika f : A—B dan g : B—C masing-masing adalah
pemetaan, maka fungsi (pemetaan) komposisi dari f dan g
adalah (g0 f) : A—C, yang didefinisikan oleh (g o f) (x) = g (f(x)),
V x € A. Hal ini digambarkan sebagai berikut.
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Contoh:

1. Misalkan f: A— dan g: B—C didefinisikan seperti pada
gambar berikut.

Maka pemetaan komposisi (g o f) : A—C didefinisikan
oleh
o (500 (@) =g (fw)=g(s)=w
° BoHb)=g(f)=gt)=u
* QopHW=8(fl0)=g6)=w

2. Misalkan A adalah himpunan bilangan asli dan
didefinisikan dua pemetaan yaitu f dan g, masing-
masing dari A ke A.
fiA—A denganf(x) =2x, Vx €A
g:A—A dengan g (x) =x+1, Vx €A
Sehingga diperoleh
o f A—Adenganf(x)=2x,Vx€A
o g A—Adengang(x)=x+1,Vx€A
Nampak bahwa go f#fo g.

Catatan:

Perhatikan urutannya, sebabgo f#fo g.
Dapat dikatakan bahwa, jika f: A—B dan g : B—C adalah

pemetaan maka kita dapat membentuk pemetaan komposisi (g
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of):A— C, tetapi pada umumnya kita tidak dapat membentuk
pemetaan komposisi (fo g). Hanya dalam hal khusus kita dapat

membentuknya, misalnya A = Catau A =B =C.

Sekarang kita akan membentuk suatu pemetaan komposisi
dari 3 pemetaan, misalnya f: A—B, g: B—C, dan h: C—D. Untuk
mengkomposisikan tiga pemetaan ini ada dua cara, yaitu:

a. Dibentuk (g 0 f) : A—>C dan kemudian dibentuk

komposisi dari (g o f) : A—C dan h: C—D, menjadi h o
(gof) :A—D.
b. Dari dan dibentuk dan kemudian dibentuk pemetaan
komposisi dari dan menjadi .
Dua cara ini dapat dilihat dengan jelas pada gambar di bawah

ini.

(gof)

hotgof)

(hog)of

»
»

Dapat ditunjukkan bahwa dua cara ini memberikan

hasil yang sama dan kesamaan itu dinamakan sifat asosiatif
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komposisi dari pemetaan. Hal ini dinyatakan dengan teorema

berikut ini.

Teorema 4.1 (Sifat asosiatif komposisi dari pemetaan)
Jika f: A—>B, g: B—C, dan h: C—D masing-masing adalah
pemetaan maka ho (gof) = (hog) of atau ditulis “h (gf) =
(hg) f”.

Bukti:

Dapat dimengerti bahwa h (gf) : A—D dan (hg) f : A—D. Hal

ini menyatakan bahwa kedua pemetaan komposisi tersebut

mempunyai daerah asal dan daerah kawan yang sama pula.

Sehingga kita hanya membuktikan bahwa
[7(g) 1(x) = [(hg) fl(x), V x € A

Menurut definisi pemetaan komposisi

o [Pl =h[@HWI=h(g(fx)), VxeEA
o [hYlx)=(hg) (f(x)=h(g(f(x)), VxeA
Jadi, h (3f) = (hg) f

Misalkan A suatu pemetaan himpunan yang tidak kosong
dan pemetaan i: A—A didefinisikan oleh i (x) = x, V x € A.
Pemetaan i disebut pemetaan identitas pada A dan diberi simbol
“1,”. Pemetaan identitas ini mempunyai keistimewaan dalam
komposisi pemetaan, seperti yang termuat dalam teorema

berikut.
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Teorema 4.2

Misalkan f: A—B suatu pemetaan maka i, of=fdan foi,=f.

Bukti:

i, B=>Bdani,: A—A
(i, of): A»Bdan (foi,) : A—B

Jadi, i,

(i, 0H(x) =1, (f(x)) =f(x), VXEA
(foi, )(x)=f(,(x)=f(x) VX€EA
of=fdan foi,=f

Khususnya, jika : A—B suatu pemetaan maka i, of=foi,=f.

Contoh:

1.

Jawab:

Misalkan f: A—B dan g: B—C keduanya merupakan

pemetaan surjektif. Tunjukkan bahwa pemetaan

komposisi gf: A—C surjektif pula.

Misalkan R adalah himpunan bilangan real. Pemetaan f:

R—Rdan g: R—R, berturut-turut didefinisikan dengan

f(x)=x+2x-3dang (x)=3x-4, Vx€R.

a. Tentukan rumus definisi untuk pemetaan
komposisifo g dan gof.

b. Tentukan (g0 f)(2) dan (fo g)(2).

Ambil ¢ € C. Karena pemetaan g surjektif maka ada b
€ B sedemikian sehingga g (b) = c. Karena b € B dan {
suatu pemetaan surjektif maka ada a € A sedemikian
sehingga f(a) = b. Maka g(f(a)) = c. Jadi, untuk sebarang
c € C ada sekurang-kurangnya satu elemen a € A
sedemikian sehingga (g o f) (a) = g(f(a)) = c. Hal ini

berarti (g o f):A—C suatu pemetaan surjektif.
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2. Pemetaan f: R—>R dan g: R—»R dengan R adalah
himpunan bilangan real.
f(x) = x*+2x-3 dan g (x) = 3x-4
a. (fog) (0)=FE()
= f (3x-4)
= (3x-4)*+ 2 (3x-4)-3
=9x*18x + 5
50/ (=g ()
=g (¥*+ 2x-3)
=3 (x*+ 2x-3)-4
=3x%+ 6x-13
b. (g0f) (2)=3 (2)*+6(2)-13=11
(fog) (2)=9(2)>18(2) +5=5

4.2 Pemetaan Invers

Misalkan f: A—B suatu pemetaan. Jika b € B maka f* (b)
adalah suatu himpunan yang merupakan himpunan bagian
dari A. Himpunan bagian ini dapat merupakan himpunan
kosong atau himpunan dengan satu elemen atau lebih. Tetapi,
apabila f: A—B suatu pemetaan bijektif maka untuk setiap b
€ B, f! (b) hanya terdiri atas satu elemen dari A. Dalam hal ini
kita dapat memasangkan setiap b € B dengan tepat satu elemen
f' (b) dalam A, sehingga f' merupakan suatu pemetaan dari B
ke A atau ditulis.

f!: B—A adalah suatu pemetaan
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Jadi, apabila : A—B suatu pemetaan bijektif maka f': B—A
adalah suatu pemetaan pula, dan f! disebut pemetaan (fungsi)

invers dari f.
Catatan:

e Apabila f: A—B suatu pemetaan maka f! belum tentu
merupakan pemetaan.

e Jika f' merupakan pemetaan dari B ke A maka f: B—A
disebut pemetaan invers dari f.

e Pemetaan f: A—»B mempunyai pemetaan invers jika

dan hanya jika f suatu pemetaan bijektif.

Kita perlu membedakan istilah “invers dari suatu pemetaan”
dan “pemetaan invers”. Ingat bahwa invers dari suatu pemetaan
belum tentu merupakan suatu pemetaan. Tetapi, apabila invers
dari suatu pemetaan merupakan pemetaan, maka pemetaan

tersebut disebut pemetaan invers.
Contoh:
Misalkan A = {g, b, ¢, d} dan B = {x, y, z}. Pemetaan f: A—B

didefinisikan seperti pada gambar berikut.

Karena f: A—B suatu pemetaan bijektif maka f mempunyai
pemetaan invers yaitu f': B—A seperti pada gambar di bawah

ini.
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Selanjutnya perhatikan komposisi dari f: A—B dan f': B—A

pada gambar berikut.
r F
B e =
B A B

Secara ringkas (hasilnya) dari gambar sebelumnya dapat

ditunjukkan dengan gambar berikut.

(fof™
a — a
—» b
¢ c
B B

Nampak bahwa f o f!: B—B (gambar di atas) adalah suatu

pemetaan identitas dari B.

Jadi, apabila pemetaan f: A—B mempunyai pemetaan invers
f1: B—>A maka f' o f: A—A merupakan pemetaan identitas
pada A dan fo f1:B—B merupakan pemetaan identitas pada B.
Dengan kata lain, jika pemetaan f: A—B mempunyai pemetaan
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invers f': B~A maka f' o f=1i,danf o f'=1i, Hal ini dapat
pula dapat dikatakan sebagai berikut:

Jika f:A—B dan g: B—A maka g adalah pemetaan invers dari f, yaitu
g =f'apabilagof=i,danfog=i,

Contoh:
Misalkan A = {1, 2} dan B = {a, b, ¢/, pemetaan f: A—B dan g:

B—A didefinisikan seperti pada gambar di bawah ini.
f g
=) =
A R R A

dapat menunjukkan bahwa (g 0 f): A—A adalah suatu pemetaan

identitas pada A. Perhatikan bahwa:

e (gof)()=g(f(1)=g(c)=1

o (g0f)2)=g(f(2)=g(a)=2
Tetapi (f o g): B—B bukan pemetaan identitas pada B, sebab f
bukan pemetaan bijektif sehingga ¢ bukan pemetaan invers
dari f.

Misalkan pemetaan f: A—B dan g: B—C masing-masing
mempunyai pemetaan invers f!: B—A dan g': C—B maka
pemetaan komposisi (g 0 f) : A—C mempunyai pemetaan invers

(f' 0g"):C—A.Halini dapat ditunjukkan sebagai berikut. dan

(fl og?) o(gof)=i,dan(gof) o (flog?)=i.
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(flog')o(gof)=f' 0o(g'0og) of  (Sifatasosiatif komposisi)

=f'o(i, of) (Pemetaan identitas)
=flof (Pemetaan invers)

=1A

(gofo(flog')=go(fof?) og? (Sifat asosiatif komposisi)

=go(i,og") (Pemetaan identitas)
=g0g’ (Pemetaan invers)

Jadi, (g0 f)'=f" 0 g*

4.3 Rangkuman

1.

Jika f: A—B dan g: B—C merupakan pemetaan maka
pemetaan komposisi dari f dan g adalah (g0 f): A—C
yang didefinisikan oleh

(gof) (x) =g (f(x), VxEA
Pemetaan komposisi sering disebut juga hasil kali

pemetaan.

Sifat asosiatif pemetaan komposisi

Jika f: A—B,g: B—C dan h: C—D adalah pemetaan,
makaho(gof)=(hog) of.

Jika A suatu himpunan yang tidak kosong, dan
pemetaan i: A—A didefinisikan oleh i (x) =x, Vx € A
maka pemetaan i disebut pemetaan identitas pada A

dengan simbol i,. Jika f: A—B suatu pemetaan maka

i, of=fdanfoi,=f.
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4. Misalkan f: A—B suatu pemetaan maka f* : B—A disebut

invers dari pemetaan f. Invers dari suatu pemetaan
belum tentu merupakan pemetaan.

Pemetaan f: A—B mempunyai pemetaan invers jika dan
hanya jika f suatu pemetaan bijektif. Jika pemetaan f:
A—B mempunyai pemetaan invers f’ :B—A maka f’
of=i,danfof'=1i,

Jika pemetaan f: A—B dan g: B—C mempunyai pe-

metaan invers f:B—A dan ¢g":C—B maka pemetaan
komposisi (g 0 f):A—C mempunyai pemetaan invers

(f' 0g")C—A.
Jadi, (goA'=f"' 0 g’

4.4 Latihan Soal

1.

Misalkan R adalah himpunan bilangan real, sedangkan
pemetaan f: R—R didefinisikan oleh f (x) = x*+ 3x + 1
dan g (x)= 2x - 3 untuk setiap x € R. Tentukan rumus-
rumus yang mendefinisikan pemetaan komposisi:

a. fog

b. gof

c. go0g

d. fof

Catatan: f o f dapat ditulis sebagai f*

Misalkan R adalah bilangan real sedangkan pemetaan
f: R—R dan g: R—R didefinisikan oleh f (x) =x?- 2| x|
dan g (x) = x*+ 1. Tentukanlah:

a. (fog)(-2)

b. (g0/)©)
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c. (gof)(-4)

d. (fog)®5)

Misalkan R adalah himpunan bilangan real dan
pemetaan f: R—R didefinisikan oleh f (x) = 3x - 1.
Apakah f mempunyai invers? mengapa? Jika f
mempunyai pemetaan invers, tentukanlah rumus yang
didefinisikan f’. Dengan pernyataan sama untuk g:
R—R yang didefinisikan oleh g (x) =x°+ 5, V x € R.
Misalkan R adalah himpunan bilangan real. Pemetaan f:
R—R didefinisikan oleh f (x) = 3x + 4, V x € R. Tunjukkan
bahwa f suatu pemetaan bijektif. Tentukanlah rumus-

rumus yang mendefinisikan:

a. f!
b. fof
c. flo ft

Misalkan R adalah himpunan bilangan real, A = R-{3} dan
B =R -{1}. Misalkan pemetaan f: A—B didefinisikan oleh

x=2
x—3 . Tentukan bahwa f merupakan pemetaan

/(%)=

bijektif dan rumus yang mendefinisikan f*.
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5. Himpunan Berhingga
dan Tak Berhingga

5.1 Himpunan Yang Ekuivalen

Pandang himpunan H = {1, 2, 3, ---, 100}. Banyaknya
elemen dari himpunan H adalah 100. Sedangkan banyaknya
elemen dari himpunan A={1, 2, 3, 4, ---} adalah tak berhingga.
Selanjutnya dikatakan bahwa H adalah suatu himpunan
berhingga, sedangkan A adalah suatu himpunan tak berhingga.
Pemahaman himpunan berhingga dan tak berhingga semacam
ini disebut pemahaman secara intuitif. Pendekatan lain untuk
memahamai pengertian himpunan tak berhingga dan berhingga
memerlukan pengertian ekuivalensi dua himpunan, atau

pengertian dua himpunan yang ekuivalen.

Definisi 5.1
Himpunan H ekuivalen dengan himpunan K dinyatakan

dengan H~K, apabila ada suatu pemetaan bijektif dari H ke K.




64 | Petrus Fendiyanto

Pada definisi 5.1 tentu saja himpunan H dan K bukan
himpunan kosong. Selanjutnya, suatu pemetaan bijektif itu
menentukan suatu korespodensi satu-satu antara H dan K.

Definisi 5.1 dapat dinyatakan sebagai berikut:

H~K bila ada suatu korespodensi satu-satu antara himpunan

H dan himpunan K.

Contoh:
1. Misalkan H=1{2,3,5,6, 7)/danK={a, b, ¢, d, ¢} . Kita
dapat membentuk suatu pemetaan bijektif dari H ke

K, misalnya seperti pada gambar berikut.

H K

Nampak jelas bahwa f: H—K adalah suatu pemetaan
bijektif, sehingga H~K .

2. Misalkan M = {a, b, ¢, d} dan N = {2, 3, 4}. Jika kita
mendaftar semua pemetaan dari M ke N, maka tidak
ada satupun yang merupakan pemetaan bijektif
sehingga M tidak ekuivalen dengan N.

Setelah memperhatikan contoh di atas, kita tidak mengalami

kesulitan untuk menentukan apakah dua himpunan ekuivalen

atau tidak. Dua himpunan berhingga dikatakan ekuivalen
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apabila banyaknya elemen dari kedua himpunan tersebut sama,

sehingga untuk himpunan berhingga definisi 5.1 menjadi:

Himpunan H dan K dikatakan ekuivalen, apabila banyaknya
elemen dari himpunan H sama dengan banyaknya elemen

dari himpunan K.

Contoh:

1.

Misalkan G = {x|0 < x < 1,x € bilangan real} dan H
= {x|0 < x £ 8§, x € bilangan real}. Pemetaan f: G->H
didefinisikan oleh f (x) = 8x, V x € G.

Kita mudah menunjukkan bahwa suatu pemetaan
bijektif.

Ambil sebarang a, b € G sedemikian hingga f (a) = f
(b), yaitu 8a = 8b. Maka kita memperoleh bahwa a = b.
Hal ini menunjukkan bahwa fsuatu pemetaan injektif

(satu-satu).

Ambil sebarang m € H, yaitu 0 < m < 8§ maka 0 <m
/8 <1 dan f (m/8) = m. Hal ini menunjukkan bahwa f
suatu pemetaan surjektif (onto). Jadi f suatu pemetaan
bijektif, sehingga G~H.

Misalkan A =1{1, 2, 3,4 ---}dan D ={1, 3, 5, 7, ---}.
Pemetaan g: A—D didefinisikan oleh g (x) =2x -1, v
x €A.

Tunjukkan bahwa g suatu pemetaan bijektif.

Karena ada pemetaan g yang bijektif dari A ke D maka
A~D.
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Dengan memperhatikan contoh di atas, kita ketahui bahwa
suatu himpunan dapat ekuivalen dengan himpunan bagian
sejatinya, yaitu

e Contoh (1), G € Hdan G~H

e Contoh (2), D c A dan A~D
Tetapi hal ini terjadi pada himpunan tak berhingga. Dengan
kata lain, sifat ini merupakan karakteristik dari himpunan
tak berhingga. Karakteristik inilah yang diambil untuk

mendefinisikan himpunan tak berhingga.

5.2 Himpunan Berhingga dan Tak Berhingga

Definisi 5.2
Suatu himpunan dikatakan tak berhingga apabila himpunan

itu ekuivalen dengan himpunan bagian sejatinya. Jika tidak

demikian himpunan itu disebut himpunan berhingga.

Definisi 5.2 ini dapat pula dikatakan bahwa suatu himpunan
dikatakan tak berhingga, apabila ada suatu himpunan bagian
sejatinya yang ekuivalen dengan himpunan semula. Dengan
notasi matematika, definisi tersebut dapat ditulis sebagai
berikut:

Himpunan H disebut tak berhingga apabila 3 G ¢ H,G # 0
dan G # H sehingga G ~ H.
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Berdasarkan definisi di atas, relasi ekuivalensi antara
himpunan-himpunan mempunyai sifat reflesif, simetris, dan

transitif, berturut-turut sebagai berikut:

a. Untuk setiap himpunan H, berlaku hubungan H~H
(Refleksif)

b. Untuk setiap himpunan H dan K, jika H~K maka K~H
(Simetris)

c. Untuk setiap himpunan H, K dan M, jika H~K dan
K~M maka H~M. (Transitif)

Apakah himpunan kosong merupakan himpunan tak
berhingga? Himpunan kosong tidak mempunyai himpunan
bagian sejati, maka himpunan kosong bukan merupakan
himpunan tak berhingga. Jadi, himpunan kosong merupakan
himpunan berhingga. Demikian pula himpunan tunggal,
yaitu himpunan yang memuat satu elemen adalah himpunan

berhingga.

Teorema 5.1

H adalah suatu himpunan tak berhingga jika dan hanya jika
ada suatu pemetaan injektif ¢: H—H sedemikian sehingga
g (H)#H.

Bukti:

e Misalkan H suatu himpunan, menurut definisi 5.1
maka ada himpunan bagian sejati dari H, misalkan G
sedemikian sehingga G~H. Karena G~H maka H~G
sehingga ada suatu pemetaan f: H—G dan f merupakan

pemetaan bijektif.
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Dibentuk suatu pemetaan g: H—H yang didefinisikan
oleh g (x) = f (x), V x € H. Karena f suatu pemetaan
bijektif, maka g suatu pemetaan injektif dan G = g (H)
C H, tetapi G # H meskipun G c H.

e Sebaliknya, jika ada suatu pemetaan g: H—H dan g (H) #
H, serta g pemetaan injektif maka kita dapat membentuk
suatu pemetaan k: H—g(H) yang didefinisikan oleh k(x)
= ¢(x), V x € H. Karena g suatu pemetaan injektif, maka
k suatu pemetaan injektif pula. Dan karena k(x) = g (x),
V x € H maka k suatu pemetaan surjektif. Sehingga
k suatu pemetaan bijektif. Akibatnya H~g (H). Dan
karena g (H) c H berarti ada himpunan bagian sejati
dari H yaitu g (H) yang ekuivalen dengan H, sehingga

H merupakan suatu himpunan tak berhingga.

Teorema 5.2

Jika H suatu himpunan tak berhingga dan H ¢ K maka K

suatu himpunan tak berhingga pula.

Bukti:
Diketahui H suatu himpunan tak berhingga dan H c K, kita

harus membuktikan bahwa K suatu himpunan tak berhingga
pula. Menurut teorema 5.1, kita harus menunjukkan bahwa ada
suatu pemetaan f: K—K yang injektif (satu-satu) sedemikian
sehingga f (K) # K .

H suatu himpunan tak berhingga, menurut Teorema 5.1 berarti

ada suatu pemetaan a: H—H dengan a suatu pemetaan injektif
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dan a(H)#H. Selanjutnya dibentuk pemetaan f: K—K yang
didefinisikan oleh:

~ a(x)’]ikaxEH
/ (x)_{ v, Jikax €(K-H)

Dengan demikian kita tinggal menunjukkan bahwa:

a. fsuatu pemetaan injektif
b. f(K)#K

a. Ambil sebarang x, y € K sedemikian hingga f (x) = f
(v). Jika x, y € H dan karena f (x) = f (y), maka a (x) =
a (y) sehingga x = y, sebab a suatu pemetaan injektif.
Danjika x, y € (K-H) menurut definisi pemetaan f: K—K
dan karena f (x) = f (y), maka x = y.
Jikax € Hdany €(K-H) maka f (x) =a (x) € Hdan f (y)
= y €(K-H). Hal ini bertentangan dengan ketentuan
bahwa f (x) = f (y).
Jadi f merupakan fungsi injektif.
b. f(K)=f(HU (K-H))
=f(H) U f(K-H)
=a (H) U (K-H)
#K
Karena a(H) c Hdan o(H) # H

Dari (a) dan (b) dapat disimpulkan bahwa K suatu himpunan
tak berhingga
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Teorema 5.3

Jika K suatu himpunan berhingga dan M c K maka M suatu

himpunan berhingga pula.

Bukti:

Akan kita buktikan dengan cara bukti tak langsung, yaitu dengan
mengandaikan bahwa M suatu himpunan tak berhingga. Karena
M c K, menurut teorema 5.2 maka diperoleh bahwa K suatu tak
berhingga pula. Hal ini bertentangan dengan ketentuan bahwa
K suatu himpunan berhingga sehingga pengandaian tersebut
tidak benar. Maka pengandaian tersebut harus diingkar, jadi

M suatu himpunan berhingga.

Pada contoh, kita telah menunjukkan bahwa A~D dengan
A={1,2,3,4,+~-}JdanD ={1, 3,5, 7, ---}. Mengingat D c A, menurut
definisi 5.2, maka A Suatu himpunan tak berhingga. Apakah
A-{1} merupakan himpunan tak berhingga? Demikian pula,
apakah A-{2} merupakan himpunan tak berhingga?

Hal yang sedang kita bahas ini adalah suatu teorema yang

dinyatakan sebagai berikut.

Teorema 5.4

Jika H suatu himpunan tak berhingga, t € H maka H-{ t }

adalah suatu himpunan tak berhingga pula.

Bukti:
Kita menggunakan Teorema 5.1, yaitu kita harus memperlihatkan

adanya suatu pemetaan, misalnya 0: H-{t}—H-{t}, yang injektif
dan 0(H - {t}) # H-{t}.
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Menurut ketentuan, H suatu himpunan tak berhingga

maka ada suatu pemetaan f: H—H yang injektif dan f (H) # H.

Karena t € H maka ada dua kemungkinan, yaitu:

a.
b.

a.

t & f(H) dan
tef(H)

Jika, t & f(H), kita bentuk suatu pemetaan 0: H-{t}—H-
{t} yang didefinisikan oleh 0(x) = f(x), V x € H-{t}.
Sehingga kita tinggal memperlihatkan bahwa 0 suatu
pemetaan injektif dan (H-{t}) # H-{t}. Karena 0 suatu
pemetaan injektif dan 0 (x) = f (x), V x € H-{t) maka 0
suatu pemetaan injektif pula.

t € H maka f (x) € f(H), karena t € H-{t/ maka k tidak
dipetakan oleh pemetaan 0. t € f(H), maka t & f (t) dan
0(x) = f (x), VY x € H-{t}. Hal ini berarti f (H-{t}) # H-{t].
Jika t € f(H) karena f pemetaan injektif dan f (H) # H,
maka ada tepat satu a € H sedemikian hingga f (1) = t
dan ada b € H tetapi b ¢ f (H).

Kita bentuk suatu pemetaan g: H—H yang didefinisikan
olehg(x)=f(x),Vx€ Hdanx#adan g (a) = b.
Berdasarkan pembentukan g, maka g suatu pemetaan
injektif dan g (H) # Hsebab t € H dan t = f (a) # g(t).
Selanjutnya dibentuk pemetaan 6, : (H-{t})— (H-{t}) yang
didefinisikan oleh 6, (x) = g (x), V x € H-{t}.

Mirip seperti bukti (a), tunjukanlah bahwa 6, suatu
pemetaan injektif dan 6, (H-{t}) # H-{t}. Selanjutnya
anda dapat menyimpulkan bahwa H-{t} suatu pemetaan

himpunan tak berhingga.
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Himpunan {1, 2, 3, ---, n} dengan n suatu bilangan asli dinamakan

suatu segmen bilangan asli dan ditulis dengan notasi A _ .

Segmen-segmen bilangan asli antara lain:

A= 1)
A, ={1,2
A,=11,2, 3

A,=1{1,23 4}
A, =1{1,2345}
dan seterusnya

Mudah kita pahami bahwa setiap segmen bilangan asli
merupakan himpunan berhingga. Hal ini dapat dibuktikan

dengan induksi matematika.

e A ={l}jelas suatu himpunan berhingga

e Misalkan untuk suatu bilangan asli, suatu himpunan
berhingga. Kita harus memperlihatkan bahwa suatu
himpunan berhingga.

Andaikan A ,, suatu himpunan tak berhingga dan A,=
AMI-{k+1}, menurut teorema 5.4, maka A suatu himpunan
tak berhingga pula. Hal ini bertentangan dengan asumsi
dalam induksi bahwa A, suatu himpunan berhingga. Maka
pengandaian tersebut harus diingkar, sehingga diperoleh

bahwa A, ,, suatu himpunan berhingga.

Sifat segmen bilangan asli ini secara formal dinyatakan

sebagai teorema berikut.



Struktur Aljabar 1 | 73

Teorema 5.5

Untuk setiap bilangan asli n, maka A ={1, 2, 3, --+, n} adalah

suatu himpunan berhingga.

5.3 Rangkuman
1. Himpunan H dan K dikatakan ekuivalen, apabila

banyaknya elemen dari himpunan H sama dengan

banyaknya elemen dari himpunan K.

2. H adalah suatu himpunan tak berhingga bila dan
hanya bila ada suatu pemetaan 0: H—H, dengan 0
suatu pemetaan injektif dan 0(H) # H.

3. Dari teorema di atas dapat diturunkan (dibuktikan)
sifat-sifat himpunan tak berhingga berikut ini.

a. Jika H suatu himpunan tak berhingga dan H ¢ K
maka K suatu himpunan tak berhingga pula. Sebab
akibat dari teorema ini diperoleh sifat himpunan
sebagai berikut.

Jika M suatu himpunan berhingga dan K € M maka
K suatu himpunan berhingga pula.

b. Jika H suatu himpunan tak berhingga dan t € H
maka H-{t} adalah suatu himpunan tak berhingga
pula.

4. A={1, 2, 3, -, n}dengan suatu bilangan asli disebut

segmen bilangan asli. Untuk setiap bilangan asli 7,

segmen A merupakan himpunan berhingga.
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5.4 Latihan Soal

1.

Jika H~K dan K~M, buktikan bahwa H~M.

Jika A adalah himpunan bilangan asli dan B adalah
himpunan bilangan bulat, tunjukanlah bahwa A~B
dan B merupakan himpunan tak berhingga.

Jika H dan K masing-masing himpunan tak berhingga,
manakah di antara H U K dan H N K yang merupakan
himpunan tak berhingga? Buktikan jawaban anda.
Misalkan H suatu himpunan tak berhingga dan K
suatu himpunan berhingga dengan K c H. Apakah
H-K merupakan himpunan berhingga atau himpunan
tak berhingga? Buktikan jawaban anda.

Tunjukkan bahwa P ={(a, b) | a, b € bilangan asli} adalah
suatu himpunan tak berhingga.

Buktikanlah bahwa untuk sebarang himpunan H dan
K berlaku HxK ~ KxH
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6. Grup dan Sifat-sifatnya

6.1 Pengertian Grup

Definisi 6.1
Suatu himpunan G yang tidak kosong dengan satu operasi

g1

biner membentuk suatu grup jika dan hanya jika

memenuhi sifat-sifat berikut

a. Tertutup
Untuk setiap a, b € G dapat ditemukan satu anggota
c € Gsehinggaa *b=c.
(Va, be G3ce Gsehinggaa *b=c)

b. Asosiatif
Va.b ce€Gmaka(a*b)*c=a*(b¥c)

c. G memiliki elemen identitas i
Ji€G,Va€eGsehinggaa*i=i*a=a

d. Setiap anggota G mempunyai invers
Va€G 3a'e Gsehinggaa *a'l=a'*a=1i
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g1

Jika himpunan G terhadap operasi biner “*” membentuk
suatu grup maka grup G ini dinyatakan dengan notasi “(G, *)”.
Tidak setiap grup memiliki sifat komutatif terhadap operasi

binernya. Jika grup (G, *) masih memenubhi sifat bahwa:

"y

e. Operasibiner “*” pada G bersifat komutatif yaitu untuk
setiap a, b € G berlaku a *b = b * a4, maka grup (G, *)
disebut grup abelian (grup komutatif).

Contoh:

1. Himpunan bilangan bulat B = {---, -2, -1, 0, 1, 2, ---}
terhadap operasi biner penjumlahan “+”.

a. Sifat tertutup dipenuhi yaitu penjumlahan bilangan
bulat menghasilkan bilangan bulat.

b. Sifat asosiatif dipenuhi, karena penjumlahan
bilangan bulat bersifat asosiatif.

c. Bilangan bulat terhadap operasi “+” mempunyai
elemen identitas 0 sebab untuk setiap a2 € B maka
a+0=0+a=a.

d. Setiap anggota bilangan bulat mempunyai invers
terhadap operasi “+” yaitu untuk setiap a € B ada
a'=-a € B sehingga a+(-a)=(-a)+a=0.

Jadi B dengan operasi “+” merupakan suatu grup
dan ditulis (B, +).

e. Sifat komutatif dipenuhi pula, yaitu untuk setiap
a,b€Bmakaa+b=0b+a.

Jadi (B, +) merupakan grup komutatif.
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R={x| x € bilangam real} terhadap penjumlahan

a.

e.
Jadi

G=

Tertutup, sebab penjumlahan bilangan real
menghasilkan bilngan real.

Sifat asosiatif dipenuhi.

R mempunyai elemen identitas terhadap operasi
penjumlahan yaitu 0, yang disebut elemen netral.
Setiap bilangan real mempunyai invers
penjumlahan.

Sifat komutatif dipenuhi.

(R, +) merupakan grup komutatif.

{0, 1, 2} adalah himpunan bilangan bulat modulo

3 dengan operasi penjumlahan. Hasil penjumlahan

modulo 3 pada G disajikan dalam tabel di bawah ini.

*31 0 1 2
0 0 1 2
1 1 2 0
2 2 0 1
a. Jika dalam kotak hanya terdiri dari anggota G

maka sifat tertutup dipenubhi.

Himpunan bilangan modulo 3 memenuhi sifat
asosiatif terhadap penjumlahan bilangan modulo.
G mempunyai elemen identitas yaitu 0.

Setiap anggota G mempunyai invers

Invers 0 adalah 0

Invers 1 adalah 2

Invers 2 adalah 1
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e. Letak anggota G dalam tabel simetris terhadap
diagonal utama, sehinggal+2=2+1
Jadi (G, +3) merupakan grup komutatif.
B={-,-2,-1,0,1,2, -} dengan operasi perkalian.
Sifat tertutup dipenuhi, karena perkalian bilangan
bulat menghasilkan bilangan bulat.
b. Perkalian bilangan bulat memenuhi sifat asosiatif.
c. B mempunyai elemen identitas yaitu 1.

Untuk setiap (anggota yang bukan 0) berlaku
axl=1xa=a

d. Bilangan bulat tidak mempunyai invers perkalian

sebab 2xl=]dan 1 €B.
Jadi buka2n grup. 2
R = {x | x € bilangan real} dengan operasi perkalian.
a. Sifat tertutup dipenuhi, karena perkalian bilangan
real menghasilkan bilangan real.
b. Perkalian bilangan real memenuhi sifat asosiatif.
c. Mempunyai elemen identitas 1.
d. Pada (R, %) semua anggota yang bukan 0 (nol)
mempunyai invers.
Misalnya:
Invers 2 adalah 5
Invers 7% adalah -3
Tetapi 0 € R tidak mempunyai invers, sebab tidak
ada bilangan real yang memenuhi 0 x a = 1, untuk
a€R.

Jadi bukan grup.



Struktur Aljabar 1 | 79

6. M={0,1, 2} adalah himpunan bilangan bulat modulo
3. Semua hasil perkalian bilangan modulo 3 disajikan

dalam tabel di bawah ini.

31 0 1 2
0 0 1 2
1 1 2 0
2 2 0 1

(M, x) bukan suatu grup, sebab 0 (nol) tidak mempunyai
invers. Demikian pula untuk himpunan bilangan
modulo lainnya bukan suatu grup terhadap operasi

perkalian.

7. D ={-1, 1} terhadap operasi perkalian.

a. Merupakan operasi biner yang tertutup. (Mengapa?)

b. D terhadap operasi perkalian mempunyai elemen
identitas yaitu 1.

c. Setiap elemen D terhadap operasi perkalian
mempunyai invers, yaitu
o 11=1
o (-1)'=-

Jadi merupakan suatu grup. Tunjukan bahwa suatu

grup abelian.
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6.2 Sifat-Sifat Sederhana dari Grup

Teorema 6.1 (Sifat kanselasi, pelenyapan, atau penghapusan)

Jika (G, *) suatu grup maka untuk setiap 4, b, ¢ € G berlaku

a. Jikaa*b=a*cmakab=c (Kanselasi kiri)
b. Jikab*a=c*amakab=c (Kanselasi kanan)
Bukti:

(G, *) adalah suatu grup dan a € G maka ada a’ € G sehingga
a*a'=a'*a=1i, dengani adalah elemen identitas.
a. Menurut ketentuana *b=a *cmakaa'* (a *b) = a’
“(a*c)
(a'*a) *b = (a'*a) * c (Sifat asosiatif)
i*b=1i%c (Invers suatu grup)

b=c (Elemen identitas suatu grup)

b. Menurut ketentuan b *a=c *amaka (b *a) *a'=(c *

a) * a—l
b*(@*a') =c*(a*a') (Sifat asosiatif)
b*i=c*i (Invers suatu grup)

b=c (Elemen identitas suatu grup)

Teorema 6.2

Jika (G, ¥) suatu grup dan a, b € G maka persamaana *x=b

dan y *a = b mempunyai penyelesaian yang tunggal.




Bukti:
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Akan dibuktikan bahwa persamaan a * x = b mempunyai

penyelesaian yang tunggal.

a.

Akan dibuktikan bahwa persamaan a *x = b mempunyai
penyelesaian.

(G, *) suatu grup dana € G maka adaa'€ G.

a*x=b
at*@a*x)=a'*b
(@t*a) *x=al*b

i*x=al*b

x=al*b

a'€ Gdan b € G maka a'*b € G (Sifat tertutup dari
suatu grup)
Sehingga a' *b merupakan penyelesaian dari persamaan
a*x=b.
Selanjutnya dibuktikan tunggalnya penyelesaian a *
x=b.
Misalkan persamaan a *x = b mempunyai penyelesaian
x, dan x,.
Berartia *x, =bdana *x,=b, sehinggaa *x,=a *x,.

Dengan sifat pelenyapan, maka diperoleh x =x,.

Jadi, persamaan a *x = b mempunyai penyelesaian yang tunggal.

Akan dibuktikan bahwa persamaan y * a = b mempunyai

penyelesaian yang tunggal.
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Akan dibuktikan bahwa persamaan y *a = b mempunyai
penyelesaian.

(G, *) suatu grup dana € G maka adaa’€ G.

y*a=b
(y*a)*a' =b*a’
y*(a*al)=b*al

y*i=b*q?

y=b*al

a'e Gdanb € Gmakab *a'€e G.
Sehingga b * ' merupakan penyelesaian dari persamaan
y*a=b.
Selanjutnya dibuktikan tunggalnya penyelesaian y *
a=b.
Misalkan persamaan y *a = b mempunyai penyelesaian

y,dany,.
Berartiy, *a=bdany,*a=b, sehinggay,“a=y,*a.
Dengan sifat pelenyapan, maka diperoleh y, = y,.

Jadi, persamaan y *a = b mempunyai penyelesaian yang tunggal.

Akibat dari teorema 6.1 dan 6.2

a.

b.

Elemen identitas dalam suatu grup adalah tunggal.
Invers dari setiap anggota suatu grup adalah tunggal.
Dalam suatu grup untuk setiap a € G, invers dari a’
adalah (@)1= a.




Bukti:
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Elemen identitas merupakan penyelesaian dari

persamaan a * x = a.

Jika ruas kiri dan kanan dikalikan dengan a dari kiri
a*x=a

al*a*x)=a'*a

(@'*a)*x=1

l’*

xX=1
xX=1

Jadi i adalah penyelesaian tunggal dari persamaan a

*x=a

Invers dari a yaitu a?, merupakan penyelesaian dari
persamaana *x = 1.
Jika kedua ruas dikalikan dengan a* dari kiri
a*x=i
al*a*x)=a'*i
(@'*a) *x=al

;X

1 -1

x=a
x=a'
Jadia’ merupakan penyelesaian tunggal dari persamaan
a*x=i
(o' ) merupakan penyelesaian dari persamaan a'*x =1
Jika kedua ruas dikalikan dengan a dari kiri

al*x=1i

a*@*x)=a*i
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(@*al)*x=a
xX=a
xX=a

Jadi a adalah invers dari a! atau (a! )*=a.

Teorema 6.3

Jika (G, *) suatu grup dan a, b € G maka (a *b)'=b"*qa?

=i

Bukti:
Jikaa, b € Gmakaa *b € G sehingga (2 *b)”' € G.
(@%D) * (A5 D) =T (i)
Perhatikan bahwa
(@a*b)* (' *a')=(a*@®*b'))*a’ (Sifat asosiatif)

=(a*i) *a’ (Invers suatu grup)

=q*q! (Elemen identitas)

(

Invers suatu grup)
Jadi (@*B)* (D107 ) = G, (ii)
Dari (i) dan (ii) maka
(@*b)*(@*b)'=(a*b)*(b'*a’)

(a*b)t=@®"*al) (Sifat pelenyapan)
Jadi terbukti bahwa (a *b)1= (b1 *al).

Catatan:

e Suatu grup dengan operasi biner perkalian disebut grup
multiplikatif.
e  Grup aditif adalah grup dengan operasi biner penjumlahan.
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Banyaknya anggota suatu grup ditulis dengan notasi
“n(G)” dan disebut order atau order dari grup G. Suatu grup
yang banyaknya anggota tak berhingga (infinite) disebut grup
tak berhingga (infinite group). Sedangkan suatu grup yang
banyaknya anggota berhingga disebut grup berhingga (finite
group). Jika G suatu grup yang ordernya kecil (banyaknya
anggota G sedikit) maka untuk melihat sifat-sifatnya akan
mudah apabila kita menyusun tabel hasil operasi biner dari

setiap pasang elemen G.

6.3 Grup Abstrak

Apabila G={i, a, b, ¢, ---} dengan i, a, b, - elemen yang
tidak didefinisikan pada objek tertentu, dan dilengkapi operasi

g1y

biner “*”, yang memenuhi semua sifat grup maka (G, *) disebut

grup abstrak.
Grup ini merupakan pola bagi grup lainnya, dan merupakan
asbtraksi dari elemen-elemen dan operasi tertentu. Elemen

identitas dalam grup abstrak dinyatakan dengan “i”. Operasi
biner pada grup abstrak didefinisikan dengan “tabel Cayley”.

Catatan:

e Jika G = {i, a} maka (G, *) disebut grup abstrak ordo 2
e JikaG={i a, bjmaka (G, *) disebut grup abstrak ordo 3
Contoh:

G = {i, a, b} dengan operasi biner “*” dalam tabel
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*x I |a|b
i i |a|b
a|a|b|i
b |b|i|a

Pada tabel di atas setiap anggota hanya muncul sekali pada

tiap baris dan kolom sehingga memenuhi sifat grup.

Sifat-sifat grup dapat dilihat dalam tabel dengan cara

sebagai berikut.

a.

Jika dalam kotak semua elemen adalah anggota G maka
(G, *) memenuhi sifat tertutup.

Sifat asosiatif dapat dicoba satu persatu.

Baris dan kolom yang urutan anggota sama dengan
urutan baris paling luar menunjukkan elemen identitas
yaitu “i”.

Apabila i muncul pada baris dan kolom yang sama
berarti anggota tersebut mempunyai invers dirinya
sendiri. Jadi, invers i adalah i dan invers a adalah a.
Apabila i muncul pada baris ke-2 kolom ke-3 dan
muncul pada baris ke-3 kolom ke-2 maka kedua

anggota tersebut saling invers. Jadi b” = c dan ¢’ = b.
Apabila tidak demikian berarti anggota tersebut tidak
mempunyai invers.

Persamaan a *x = b mempunyai penyelesaian tunggal
apabila setiap baris dalam kotak semua anggota

berlainan.
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Persamaan y *a = b mempunyai penyelesaian tunggal
apabila setiap kolom dalam kotak semua anggota

berlainan.

Apabila letak anggota dalam kota simetris terhadap

diagonal utama maka sifat komutatif dipenuhi.

6.4 Rangkuman

1.

Setiap grup (G,*) harus memenuhi sifat-sifat
a. Tertutup,Va, b€G, 3 c€Gsehinggaa*b=c
b. Asosiatif, Va b,c€ Gmaka (a *b) *c=a* (b *c)
c. G mempunyai elemen identitas
Ji€eGVa€eGsehinggaa*i=i*a=aqa
d. Setiap anggota G mempunyai invers
Va€G, 3a'€Gsehinggaa *a'=a'*a=1
Catatan:

Elemen identitas dapat dinyatakan dengan i atau e

atau u.

1 grr

Jika himpunan G dengan operasi biner “*” merupakan
suatu grup maka ditulis (G, *).

Jika suatu grup (G, *) bersifat komutatif, yaitu untuk
setiap a, b € G berlaku a *b = b * a maka grup (G, *)
disebut grup abelian (grup komutatif).

Jika banyaknya elemen himpunan G sedikit maka
untuk memeriksa apakah G terhadap suatu operasi
merupakan suatu grup atau bukan, disusun tabel hasil
operasi setiap pasang elemen-elemen G, yang disebut

tabel Cayley.
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8. Sifat-sifat sederhana dari grup (G, *)

a. Va b ceGberlakua*b=a*cmakab=c

b*a=c*amakab=c

b. Persamaana *x = b dan y *a = b mempunyai
penyelesaian tungggal.
Elemen identitas dalam grup adalah tunggal.
Invers dari setiap anggota G adalah tunggal.
Invers dari invers a adalah a dan ditulis (a! )*= a.
Jikaa, b€ Gmaka (a *b)'=b1*a’
6. Suatu grup dengan operasi perkalian disebut grup

-~ o oa n

multiplikatif. Suatu grup dengan operasi penjumlahan
disebut grup aditif.

7. Banyaknya anggota dalam grup G disebut order dari
grup G ditulis n(G). Grup yang mempunyai banyak
anggota berhingga disebut grup berhingga (grup finite).
Grup yang mempunyai anggota tak berhingga disebut
grup tak berhingga (grup infinite).

8. G={ia b -} dengani, a, b, --- elemen yang tidak
didefinisikan pada objek tertentu dan dilengkapi satu

"1

operasi biner memenuhi semua sifat grup maka
(G, ¥) disebut grup abstrak. Operasi biner pada grup

abstrak didefinisikan dengan tabel Cayley

6.5 Latihan Soal

1. Selidikilah apakah himpunan G dengan operasi biner
di bawah ini merupakan grup.
a. G =himpunan bilangan modulo 5 yang bukan nol

dengan operasi perkalian.
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b. G =himpunan bilangan bulat genap dengan operasi
penjumlahan

c. G={A, B, C, D}dengan operasi perkalian matriks

a=(p 1) 8=(4 %)

=G ) 2= 9
d. G = himpunan bilangan modulo 4 yang bukan
nol dengan operasi perkalian bilangan modulo 4.
G = {x|x =a+b,a bilangan bulat dan bilangan
asli} dengan operasi penjumlahan.

. G={f,ft, f, f, f, [} dengan operasi komposisi
fungsi dan

filx) =x falx) == fs(x)=1-x
== fi==  fix==2
Jikaa € G dan a * a = a maka a = i. Buktikan!

Jika untuk setiap a € G berlaku a * a = i maka (G, *)
grup komutatif. Buktikan!
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7. Subgrup

7.1 Pengertian Subgrup

Definisi 7.1

Jika G suatu grup dan A adalah himpunan bagian dari G
maka A7 merupakan himpunan semua elemen a’ dengan a
€ A, atau ditulis

Al={al| a€A)

Definisi 7.2
Misalkan (G, *) suatu grup. S disebut subgrup dari Gjika dan

hanya jika S € G dan (S, ¥) merupakan suatu grup.

Untuk menyatakan suatu subgrup dapat digunakan huruf
S atau H atau huruf lain yang dianggap perlu sehubungan

dengan himpunannya.
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Contoh:

1.

G=1{1,-1,1i -i} dengan i = \/—_1 , terhadap operasi
perkalian merupakan suatu grup.

Perhatikanlah suatu humpunan bagian dari G yaitu
H={1,1}

Himpunan H terhadap operasi perkalian merupakan

suatu grup.

Hasil kali 1 dan -1 yaitu -1 berada dalam H, sifat asosiatif
jelas berlaku. Elemen identitasnya adalah 1 dan setiap
elemen dari H mempunyai invers, yaitu

o (-1)'=-1

o I1=1

H c G, (G, %) suatu grup dan (H, x) merupakan suatu
grup pula, sehingga H adalah subgrup dari G.
Himpunan bilangan real terhadap operasi penjumlahan
merupakan suatu grup.

Himpunan bilangan bulat terhadap operasi penjumlahan
adalah suatu grup.

Himpunan bilangan bulat adalah himpunan bagian

dari bilangan real.

Sehingga terhadap operasi penjumlahan, himpunan
bilangan bulat adalah subgrup dari himpunan bilangan

real.

R = {x| x € bilangan real}
B={--2,-10,1,2, -}
(B, +) subgrup dari (R, +)
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7.2 Sifat-Sifat Subgrup

Teorema 7.1
Misalkan (G, *) suatu grup, S € G dan S # @. S adalah subgrup
dari G jika dan hanya jika
a. Untuk setiap a, b € S terdapata *b € S (S tertutup
pada operasi “*”)
b. Untuk setiap a € S terdapata’€ S

Bukti:
a. Diketahui (S, *) subgrup dari (G, %)
Akan dibuktikan bahwa
Va beS

Va€ S terdapata' € S

Ambil g, b € S, karena S subgrup maka memenubhi sifat

tertutup, asosiatif, mempunyai elemen identitas dan

setiap anggota mempunyai invers.

e Dari sifat tertutup diperoleh
Va,beSmakaa*beSsS

e Dari setiap anggota S mempunyai invers
Va€Smakaal€eS

b. DiketahuiVa, b € S memenuhia *b€ SdanVa€S

maka al€S.

Akan dibuktikan (S, *) subgrup dari (G, *)

1. Va b€ Smemenuhia*b€eS
Jadi sifat tertutup dipenuhi.
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Karena S ¢ G maka S mempunyai sifat asosiatif.
Va€Smakaa’€S

Karena S tertutup maka a *a’=idani € S. S
mempunyai elemen identitas.
Va€Smakaa'€S

Berarti setiap anggota mempunyai invers.

Jadi (S, *) subgrup dari (G, *).

Teorema 7.2

Misalkan (G, *) suatu grup, S # @ dan S c G. S subgrup dari
G bila dan hanya bila untuk setiap a, b € S berlaku a *b' € S.

Bukti:

a.

Akan dibuktikan bahwa jika S subgrup dari G maka
untuk setiap a, b € S berlakua *b'€ S

S subgrup dari G berarti (S,*) suatu grup.

Ambil b € S karena S suatu grup maka b* € S.

Ambil a € S dan b” € S, karena S adalah grup maka a
*b'eSs.

Akan dibuktikan bahwa jika untuk setiap a, b € S
berlaku a *b' € S maka S adalah subgrup dari G.

Ambil sebarang a € S

Menurut ketentuana *a'€ S

Karena a *a'=imaka i € S. Ini berarti S memuat
elemen identitas

Ambil sebarang b € Sdani € S

Menurut ketentuan i * b''= b maka b' € S. Ini

berarti setiap elemen S mepunyai invers.
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e Ambilae SdanbleS
a* (' )'e Ssehinggaa * (b )'=a *b. Ini berarti a

1"gr

*b € S maka S tertutup terhadap operasi “*”.

e Karena S c Gdan (G, ) suatu grup maka operasi
“*” pada S juga berlaku sifat asosiatif.
Jadi S subgrup dari G bila dan hanya bila V a, b € S berlaku a

*ble S.

Definisi 7.3
Misalkan (G, *) suatu grup dengan elemen identitas i. (G, *)

dan ({i}, *) merupakan subgrup dari G dan disebut subgrup
tidak sejati dari G. Subgrup lainnya disebut subgrup sejati.

Teorema 7.3
Jika (T, *) subgrup dari (S, *) dan (S, *) subgrup dari (G, *)
maka (T, *) subgrup dari (G, ¥).

Bukti:

(T,*) subgrup dari (S,*) berarti T c S dan (T,%) grup.
(S,%) subgrup dari (G,*) berarti S € S dan (S,*) grup.
JikaTcSdanSc GmakaTc G

T c G dan (T,%) grup.

Jadi (T,*) subgrup dari (G,*).
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Teorema 7.4

(G,*) suatu grup. Apabila H dan S masing-masing adalah

subgrup dari G maka H N S suatu subgrup dari G.

Bukti:

Ambila, be HN S
a€HNSmakaa€e Hdana €S
beHNSmakabe Hdanbe S

a€Hdanb€eH maka a*beH

a€Sdanb€eS maka a*beS

a*beHdana*b€ Smakaa*beHNS

Jadi H N S tertutup terhadap operasi “*”.........ccccccceuieencnnns (i)

Ambilae HN Smakaa€ Hdana € S

a € H dan H suatu subgrup maka a’e H
a € S dan S suatu subgrup maka a’€ S
a'e Hdana'€ Smakaa’e HN S

Jadi setiap elemen H 1 S mempunyai invers ............ccc........ (ii)

Dari (i) dan (ii) dapat disimpulkan bahwa suatu subgrup dari G.
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Teorema 7.5

(G,*) suatu grup. Jika S subgrup dari G maka

a. SS=S
b. S1=S§
Bukti:

(G,*) suatu grup dan S merupakan subgrup dari G.

a. SS=S
i. Akan dibuktikan bahwa SSc S

Ambil sebarang y € SSmaka y =a *bdengana, b € S.

Karenaa, b € S dan S suatu subgup makaa *b €S, y €
SS,y=a*bdana*b € S. Berartiy € S.

JadiSSc S

ii. Akan dibuktikan bahwa S c §§

Ambil z € Sdani € S.

Karena S subgrup maka z *i € SS.

Tetapi karena z *i = z maka z € SS.

Jadi S c SS.

Dari (i) dan (ii) sehingga diperoleh SS=S.
b. S'=§

i. Akan dibuktikan bahwa S c S5

Ambil a € S dan karena S suatu subgrup maka a’ € S.

Jika a' € S maka (a' )* € S7 (Definisi 6.1).

Karena (a! )'=amakaa € 5!

Jadi, jika a € S maka a € S, berarti S ¢ S
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ii. Akan dibuktikan bahwa H'c H
Ambil b € S'maka b=y’ dengany €S

y € S dan S suatu subgrup maka y’ € S.
b=y'dany’'€ SmakabeS

Jadi, jika b € ST maka b € S, berarti S'c S.

Dari (i) dan (ii) sehingga diperoleh S'=S.

Teorema 7.6

Apabila (G,*) suatu grup sedangkan H dan S merupakan
subgrup dari G, maka HS merupakan subgrup dari G jika
dan hanya jika HS = SH.

Bukti:

(G,*) suatu grup sedangkan H dan S merupakan subgrup dari G.

a.

Dibuktikan HS subrup G = HS = SH

Menurut teorema 6.5 (b), jika HS subgrup maka
(HS)T=HS oot (i)
Begitu pula H subgrup maka H'= H dan S subgrup
mala S'=S§

(HS)'= S* H' (Buktikan sebagai latihan)

(HS)T=SH .t (ii)
Dari (i) dan (ii) disimpulkan bahwa HS = SH
Dibuktikan HS = SH = HS suatu subgrup dari G
Ambil sebarang a, c € H dan b, d € S dank arena H

dan S masing-masing subgrup dari G makaa *c € H
danb *d € S.
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Ambil (a *b) € HS dan (c *d) € H S maka

(@*b)*(c*d)=((a*b) *c) *d (Sifat asosiatif)
=@*®b*c)*d (Sifat asosiatif)
=(@*(c*b)*d) (HS = SH)
=(a*c)*b) *d (Sifat asosiatif)
=(@*c)*(b*d) (

Jadi (a*b) *(c*d) = (a*c) * (b *d)

Karenaa*ce Hdanb *d € Smaka (a *c) *(b*d) e H

S sehingga (a *b) * (c *d) € H S pula.

Sifat asosiatif)

Hal ini berarti HK tertutup terhadap operasi “*”.. (i)
Ambila€e Hdan b € Smaka (a *b) e H S

a € H dan H suatu subgrup makaa’€ H
b € S dan S suatu subgrup maka b’ € S
a'’e Hdanb'e Smakaa’*b’'€ HS
Ingat bahwa
(a*b)l=b1*qg?
=qal*pt (Karena HS = SH)
Sehingga (1 *b)’ € H S pula
Jadijika (2 *b) € H Smaka (2 *b)'€ HS.
Ini berarti setiap elemen HS mempunyai invers

terhadap operasi “” ..o (ii)
Dari (i) dan (ii) maka HS merupakan subgrup dari G.
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7.3 Rangkuman
1. Sdisebut subgrup dari (G,*) jika dan hanyajika S ¢ G
dan (S,*) merupakan suatu grup.
2. § c G dan S#0 maka S subgrup dari G bila dan hanya
bila
a. Vab€Sberlakua*bes
b. Va€e Hmakaa'€e H
3. Gdan {i} adalah subgrup tak sejati dari G.
4. Jika (S,%) subgrup dari G (G,*) dan (T,*) subgrup dari
(S,%) maka (T,*) subgrup dari (G,*)
5. Jika H dan S adalah subgrup dari G maka H N S suatu
subgrup dari G
6. Jika S subgrup dari (G,*) maka SS =S dan S'=S.
7. H dan S merupakan subgrup dari grup (G,*). HS
subgrup dari G jika dan hanya jika HS = SH.
7.4 Latihan Soal
1. G={1,2,3,4} himpunan bilangan bulat modulo 5 yang
bukan nol. (G, %) suatu grup komutatif. Tentukan
subgrup dari (G,x).
2. (G,*) suatu grup, H dan S masing-masing adalah
subgrup dari G. Buktikan bahwa (HS)'=5" H".
3. (G*) suatu grup dan a € G. Buktikanlah bahwa H =

{yly € Gdany *a=a*y fadalah suatu subgrup dari G.
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8. Grup Simetri

8.1 Pengertian Permutasi

Definisi 8.1

Permutasi adalah pemetaan satu lawan satu fungsi bijektif

dari himpunan n simbol ke himpunan itu sendiri.

Jika A ={1, 2, 3, ---, n} maka suatu fungsi berikut merupakan

permutasi.

I—=f1)=],
2—f@)=],
3—=fB)=];

n— fn)=j,
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Jika f bijektif danj, € Auntuki=1,2, 3, -, n

Permutasi disajikan dengan notasi 2 baris berikut ini.

F 2 3 ~-n]
jl jz j3 jn
Contoh:

a A={1,2)

1 2
f1—f1)=1 mmmf=ﬁ J
2—f(2)=2

g$1—>g()=2 ditulis g:[; ?J
2—g92)=1
Jadi terdapat dua permutasi pada A.
b. A={1,2 3}

1 —f(1)=3 dieatis f=| ' * 2
f1—f(1)= italis f=|
2f(2)=1

35f(@3)=2
Perhatikan bahwa

12 3) (132) (213
31 2) 132 1) (132
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Urutan baris pertama dapat diubah, asal bayangan
masing-masing anggota tetap, akan menghasilkan
permutasi yang sama. Apabila bayangan yang ada

berubah, maka akan menghasilkan permutasi yang lain.

Banyaknya permutasi pada ada 6, yaitu:
G330 526153
G5 VG2 D612

Himpunan A disebut himpunan yang elemen-elemennya
dipermutasikan. Apabila elemen-elemen yang dipermutasikan
diketahui, permutasi dengan notasi 2 baris dapat dinyatakan
dalam notasi siklis atau dalam bentuk sikel. Permutasi dapat
diuraikan menjadi bagian-bagian yang elemen terakhirnya
mempunyai bayangan elemen pertama. Setiap bagian disebut
sikel. Suatu sikel yang terdiri atas satu anggota boleh tidak
ditulis asal tidak mengubah permutasi. Sikel yang terdiri atas

2 anggota disebut transposisi.
Contoh:

Ubahlah permutasi berikut ini menjadi sikel-sikel

(35 1)
b (51 2

« (132
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¢ (13

« (234

Jawab:

a G g i) adalah 1 — 2
2—3
el

Ditulis:1 -2 —>3 —1

B 2 0
Jadi (2 . 1)_(1 F 3
1 23
b. (3 1 2) adalah 1 — 3
2—1
3—2

Ditulis:1 -3 —2—1

miil] s < )=l B2
e (1 23) ditalis 11
2—3—>2
Tadi G g 3):(1)(2 H=0 3
N
& G 3 3 j):(n ) (31 @) hars diflislongknp
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Contoh:

Tulislah sikel berikut dalam notasi 2 baris

a. (1 3 4 2)
b. (1 3 5)
cc. 1 5 4 3)

Jawab:

a. 1—»3—>4—2 berarti 1 — 3 atau 1 — 3

3—4 2—1

4 — 2 3—4

2—o1 4 — 2
. (13 4 2y_(1 2 3 4
Jadi (13 4 2)_(3 4 2 1)_(3 1 4 2)

b. 1 3 55=010 3 5@

Jadi(1 3 5)=(§ g f % j)=(§ ;

cc 1 54 3)=>10 5 4 3@

Jadi (1 5 4 3)=(é i ;} i ;)Z(é ;

U1 W
IS
= Ul
N—

_ W
w
S Ul
~—

8.2 Perkalian Permutasi

Permutasi adalah pemetaan atau fungsi, maka permutasi
dapat dikomposisikan satu dengan yang lain. Komposisi
permutasi disebut juga perkalian permutasi. Pada komposisi

fungsi, dikerjakan terlebih dahulu dan dilanjutkan dengan .
Contoh:

) 1 2 3 1 23
Jika f=[3 ) 2jdang:[2 | 3],tentukanlahfogdangof.
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Jawab:

(12 31 23
fog=l3 1 5l 1 3

g dikerjakan dahulu oleh f. Ambil satu anggota misalnya 1.
Oleh g maka1— 2 danolehf 2 — 1.

Jadioleh fogmakal—1

Skemanya sebagai berikut

f 8

1—-2—>1

2—>1—>3
3—3—>2
Sehi P 1 2 3
0] =
ehingga fog L3 2
Untuk g o fatau g f, skemanya sebagai berikut
g f
1—3—3

2—1—>2

3—2—1

Set o (1 2 3]
ehingga =
321

Catatan:
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e Perhatikan bahwa g f#f ¢
e Perkalian permutasi pada umumnya tidak berlaku
komutatif.
Contoh:

Tentukanlah perkalian permutasi berikut.
~ G126 50
> G3a DG i)

¢ (1 3 2 4J1 4 3)

]

Jawab:
@ f ;) G § 3) dengan G g g)dikerjakandahum

Dengan mudah dapat dikerjakan sebagai berikut

| SO ]
= W
o

11 I
P25 652- G

ORI | CO R R VR

c. Sikel harus diubah menjadi 2 baris

s a2 06213

(1432

1 38 2z 4G 4 3):(
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8.3 Grup Simetri dari Himpunan Permutasi

Pada A = {1, 2, 3} terdapat 6 buah permutasi. Himpunan
permutasi P = {a, b, ¢, d, e, f} dengan

=12 D=6 3 De=G 1)
i=(1 3 De=G 2 D=G 13

dengan operasi perkalian permutasi membentuk suatu grup.

Teorema 8.1

Himpunan permutasi merupakan grup dengan operasi

perkalian permutasi, dan disebut Grup Simetri.

Bukti:

Misalkan: P = {a, b, c} dengan g, b, c permutasi dari n simbol,
dengan

. (}1 2 3 .- n)
'1 jz jB jn
B (}1 fz jB }n)
ki ko ks - k,
= (kl ky kg - kn)
e L 0 e 1

Denganj,k,l adalah salah satu dari 1, 2, 3, ---, n dan untuk
i=1,23 - n.
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ba=<j1 J2  Jz jn) (11 2 .3 n)
ky ky ks - ky i1 J2 J3 " n

_(1 2 3 - n)
T \k1 ky ks - ky
b€ P,a€eP = bac€P (Sifat Tertutup)
Cb:(kl ky ks - kn) (h J2 J3 v jn)
ll lz l3 A ln kl kz k3 o0 kn
(i ja o jn)
ll lz 13 A ln
_(1 J2 Jz jn) (,1 2 3 - n)
@a=( % =W Gon s
_(1 2 3 - n)
- ll lz 13 oo ln
1 2 3 - n . .
ba = ( ky k, ks - kn) (Lihat bagian pertama)
(k1 ky k3 - kn)(l 2 3 . n)
C(ba) - (ll lz l3 e ln kl kZ k3 vee kTL
_(1 2 3 - n)
\L L o

(ch)a = c(ba) (Sifat Asosiatif)
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. . . 12 3 -« n
G mempunyai elemen identitas ( 1 2 3 "y
ai:(ll 2 3 - n)(l 23 - om)
o J2 Js ot JnJ\1 2 3 o om
_(1 2 3 - n)
Ji J2 J3 v n
=a
Setiap anggota G mempunyai invers
Invers dari a = (Il 2 3 n) adalah
1 J2 J3 7 n
s1_ (1 J2 J3 v n
a —(1 2 3 . n),karena
1 1 Jo Jz ' Jjn (1 2 .3 n)
«ta=(i 35 LW g g
:(1 2 3 - n)=i
12 3 - n
o . (] J2 J3o ]n)
Demikian pula invers dari b = (k1 ky, ks -~k adalah
p-1 = (k1 ka k.3 kn)
Ji Jz J3 v n

Contoh:

G=1{i,a b, ¢ d e} dengan operasi perkalian permutasi,

i=(1)(2)@3) a=(123) b=(132)
c=(23) d=(13) e=(12)
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Perkalian permutasi mudah dikerjakan jika dinyatakan

dengan notasi dua baris, yaitu:

=G 23 =3 -G 1 2
=G 32 =Gz e=G 1Y)

Beberapa perkalian permutasi terdapat sebagai berikut:

w=( 26 290 7 )=
(20302 )
w=( 262 D07 D
=2 D0 2 D=6 7 =
a=( 2903 D02 )

Kerjakan perkalian permutasi dengan anggota yang lain,

hasilnya disajikan dalam tabel berikut ini.

* i a b c d e
i i a b c d e
a a i e c d
b b i a d e c
c c d e i a b
d d e c b i a
e e c d a b i
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Sifat yang dipenubhi oleh (G, *) adalah

e Tertutup, sebab dalam kotak hanya terdiri dari anggota
G
e Perkalian permutasi memnuhi sifat asosiatif
e G mempunyai elemen identitas
e Setiap anggota G mempunyai invers
it=1i a'=b b'l=a
cl=c d'=d el=e

Jadi (G, *) merupakan suatu grup, dan disebut Grup Simetri

dari himpunan permutasi.

8.4 Grup Simetri dari Bangun Geometri

Suatu bangun geomeri dapat dimasukkan dalam bingkainya
dengan transformasi sehingga bangun itu invariant, atau
berimpit dengan dirinya sendiri. Bangun geometri tersebut
antara lain, segitiga sama sisi, persegi, persegi panjang,
jajargenjang, dan belahketupat. Transformasi tersebut adalah

rotasi atau pemutaran dan refleksi atau pencerminan.
Contoh:

Suatu segitiga sama sisi ABC dapat dimasukkan dalam
bingkainya dalam 6 cara, sehingga segitiga ABC berimpit
dengan dirinya sendiri. Dalam hal ini, dapat dikatakan bahwa

ada 6 transformasi sehingga segitiga sama sisi ABC invarian.
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\
//5 \
/oot \
/ B \
% /o
. A o
. / : \ -
/ i
/. : N
T BTN
/ i \
O N\
/ : \
y : A\
o .
A B
oz

Keenam transformasi tersebut adalah tiga rotasi dan tiga refleksi.

a. Ketiga rotasi itu adalah rotasi pada bidang dengan
pusat O dan arah perputaran berlawanan dengan arah
perputaran jam, yaitu
e [Irotasi dengan sudut 360°
e Rrotasi dengan sudut 120°
e R?rotasi dengan sudut 240°

b. Ketiga refleksi itu adalah
e A refleksi terhadap sumbu A
e Brefleksi terhadap sumbu B,

e Crefleksi terhadap sumbu C,
Himpunan dengan operasi komposisi transformasi

merupakan grup dan sebut Grup Simetri dari segitiga samasisi.

Transformasi geometri tersebut dapat dikaitkan dengan
permutasi dengan 3 simbol. Pada titik sudut A, B, dan C

berturut-turut diberi nomor 1, 2, dan 3.
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Setelah diputar dengan R, posisi menjadi:
A—B B—CC—A atau
1—2 2—3 3—>1

hmR:F 23]
2

3.1
Setelah diputar dengan R? posisi menjadi
1—3 2—1 3—2
Jadi &° :{1 2 3}
31 2

Dengan cara yang sama diperoleh

=1 2 =06

1 2 3
-2 Ym0z
ee(l ? Dea s o
(2 )=
5=( 2 D=0 »

Cz(é i §)=(1 2)

Komposisi transformasi dapat dilakukan sebagai berikut

RR2=(1 2 3)(1 2 3)=(1 2 3)_y

23 131271 2 3
ac=(1 550G 1 9=G 1 )=F
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Dengan cara yang sama dapat dibuat tabel komposisi

transformasi sebagai berikut

* 1 R R? A B Cc
I I R R? A B c
R R R? I c A B
R> |R* | I | R | B |C |A
A B C I R R?
C A R? I R
(o C A B R R?
8.5 Rangkuman
1. Permutasiadalah pemetaan satu lawan satu atau fungsi
bijektif dari himpunan simbol ke himpunan itu sendiri.
2. Permutasi dapat dinyatakan dengan notasi 2 baris dan
notasi siklis.
1 2 3 -« n
a. Notasi 2 baris : [ A jnj dengan j
salahsatul, 2 3, -, n
b. Notasisiklis (123 - n)
3. Perkalian permutasi sesuai dengan komposisi fungsi,
a - berarti § dikerjakan dahulu dilanjutkan dengan
a, dilakukan dengan notasi 2 baris.
4. Himpunan permutasi dengan operasi perkalian
permutasi merupakan grup, dan disebut grup simetri.
5. Bangun geometri dapat dimasukkan dalam bingkainya

dengan transformasi, sehingga bangun tersebut
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berimpit dengan dirinya sendiri. Bangun geometri
tersebut adalah segitiga sama sisi, persegi, persegi
panjang, belah ketupat, dan jajar genjang.
6. Transformasi yang menyebabkan bangun geometri
tersebut invarian adalah rotasi pada bidang dan refleksi.
7. Himpunan transformasi merupakan grup dengan
komposisi transformasi, dan disebut grup simetri dari

bangun geometri.

8.6 Latihan Soal

1. Ubahlah permutasi berikut menjadi notasi siklis

SO
b (os s

2. Ubahlah permutasi berikut menjadi notasi 2 baris
a. 1 3 4G 2 6)
b. 1 3 4 2 5)
3. Tentukan hasil kali permutasi berikut dan tentukan
inversnya
a. 1 3 910 2 9
b. 1 23 506 251 4
4. G ={i,a,b,c}dengan
i=M@2)B)@
a=(1 2 3 4)
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b=1 32 4)
c=(1 4 3 2)

Tunjukkan bahwa (G,*x) grup dengan “*” merupakan
perkalian permutasi.

Suatu persegi ABCD dapat dimasukkan dalam bingkai
dengan 8 cara, sehingga persegi ABCD berimpit dengan
dirinya sendiri. Dalam hal ini ada 8 transformasi
sehingga persegi ABCD invariant. Transformasi itu
adalah:

a. Rotasi pada bidang dengan pusat O perpotongan
diagonal dan arah perputaran berlawanan arah
dengan arah perputaran jam, yaitu:

e ] rotasi dengan sudut 360°
¢ R rotasi dengan sudut 90°
e R?rotasi dengan sudut 180°
e R3rotasi dengan sudut 270°

b. Refleksi atau pencerminan, yaitu
e X refleksi terhadap sumbu X
e Y refleksi trhadap sumbu Y
o Arefleksi terhadap sumbu AC
¢ B refleksi terhadap sumbu BD

Buatlah tabel komposisi transformasi pada G =
{I,R,R? R3,X,Y,A,B}. Jelaskan bahwa (G,*) merupakan
grup.
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9. Grup Siklik

9.1 Pengertian Grup Siklik

Definisi 9.1
a. a"adalaha xa xax - x g dari m factor dengan m
bilangan bulat positif.
b. a™adalah a®x ga!x --- x g dari m factor. a™= (a’)",
dengan a’ merupakan invers dari a dan m bilangan
bulat positif.

c. a’adalah elemen identitas. Jadi a’= 1.

Teorema 9.1

(@")'=(a’)", dengan a’ merupakan invers dari a.
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Bukti:
(@)L= (a"x g"x g"x .o X g" )1
=g g X e X g
satxatxxal (a! sebanyak m factor)

= (a~1 )m

Teorema 9.2

(a")"= a™, dengan m dan n bilangan bulat.

Bukti:
Akan dibuktikan dengan Induksi Matematika sebagai berikut.
a. Untukn =1 maka (a")'=a"! & a"=g"
b. Misalkan teorema benar untuk n = k
Jadi (am )= am*
Jika n = k + 1 maka
(@ )r= (am 1
(@ )= g . g
= gmktm1
= gnk+ 1)

Jadi teorema tersebut juga benar untuk n = k+1. Sehingga

teorema benar untuk setiap n € bilangan bulat.

Teorema 9.3

a"x g"=q"", dengan m dan n bilangan bulat.
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Bukti:

Dengan m dan n bilangan bulat, mungkin positif (+), negatif
(-), atau nol. Ada 9 kemungkinan hubungan antara m dan n

tersebut, yaitu:

* i a b c d e
i i a b c d e
a b i e c d

a
b b i a d e c

c c d e i a b
d e c b i a
e e c d a b i

Ambil salah satu kemungkinan, misalnya m > 0, n < 0 dan
[m|>|n]

n negatif dapat ditulis sebagai n = -p, dengan p bilangan bulat
positif, m > p.

a™xa®=am"xa’?

=(axax--xa) X (@lxalx-xal)

m factor p factor

=(axax-xa)x(axaYx@txalx-xawl)

(m — 1) factor i (p — 1) factor
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=(a@axax--xa)X(ixaxa)x@xalx-xal)
. .

(m — 2) factor (p — 2) factor

Dan seterusnya, karena m > p sehingga

amxa=(@axax--xXa)X (@ XixX-XIi)

(m — p) factor p factor

=a™ P xiP
= qm+(P) x

= gmtn

Kemungkinan yang lainnya di buktikan dengan cara yang sama.

Teorema 9.4
Jika a b = b a sedangkan n adalah bilangan bulat maka
(ab)"=a" b"

Bukti:
n bilangan bulat berarti ada 3 kemungkinan untuk n yaitu
positif, negatif, atau nol. Ambil salah satu, misalnya n negatif

maka n = -p dengan p bilangan bulat positif.
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Jika ab = ba maka (ab)~! = (ba)™?!
(ab)" = (ab)™P
= ((ab)™")P
= (a th~1)P
= (.a_lb_l)(a_lb_l)(fll_lb_l) ~(a™'h ™)

p faktor
= (a_1 . a_1 vee a_l) (b_l . b_1 vee b_l)

p faktor
=qPpP

= q"p"

Untuk kemungkinan yang lain, diserahkan kepada anda sebagai

latihan.

Definisi 9.2
Suatu grup S atau subgrup S dari G disebut siklik. Jika dan
hanya jika ada a € G sehingga S={a* | k € bilangan bulat}.

a disebut generator atau penghasil (pembentuk) S. Grup siklik

dengan generator a ditulis “S = [a]”.
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Definisi 9.3

Misalkan G = {a’, a', a?, a°, ---, a",---} adalah grup siklik dengan
generator a. Jika ada bilangan bulat positif terkecil n sehingga
a"= i, maka dikatakan a berorder (bertingkat) . Jika tidak

ada n sehingga a" =i, kecuali n = 0 maka generator a berorder

tak berhingga.

Suatu grup siklik mungkin berhingga atau tak berhingga. Jika

G suatu grup dengan n anggota, maka dikatakan G berorder

n berorder .
Contoh:
1. Misalkan S = {i,a, b} adalah grup perkalian permutasi
dengan
G 1DeG D0
Ambila € §

“=G 5 0G5 )=G 13-

a*=a® a=i-a=a
a®>=a-a?=i-a®>=a?
a=a3-ad=i-i=i

S={i,a,b}={a,b,i} ={a,a? a3 =i}

S grup siklik dengan generator a berorder 3, sebab 3
adalah bilangan bulat positif sehingga a® = i.

Dengan cara yang sama diperoleh S = {b,b?% b3 =i},
yaitu grup siklik dengan generator b berorder 3.
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2. Misalkan G ={1,-1,i,—i} dengan i=+v-1 dengan
i? =—1 dengan operasi perkalian pada himpunan
bilangan bulat, maka (G,x) merupakan grup dengan

elemen identitas 1.

Ambili € G
i2=-1
3=i-i?=i-(-1)=-i
i*=i2-i?=(-1- (-1 =1
P=itri=1-i=i
=i*i2=1-i2=i2
i7=i*i3=1-i3=i3
8 =i

{

1,-1,i,—i} ={i,—1,—i,1} = {i,i%,i3,i* = 1}

(G,x) adalah grup siklik dengan generator i berorder 4. Karena
4 adalah bilangan bulat positif terkecil sehingga i*= 1, elemen
identitas dari G.

Selidikilah apakah G merupakan grup siklik dengan generator -i.
Perhatikan sekarang penjumlahan berulang dalam memahami

grup siklik.
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Definisi 9.4

a. maadalaha+a+ --- + g, dengan m suku dan m
bilangan bulat positif.

b. m(-a) dimaksud adalah (-a) + (-a) + --- + (-a), dengan m
suku; -m-a = m(-a) dan -a adalah invers penjumlahan
dari a.

c. 0xa=0adalah elemen identitas grup aditif.

Teorema 9.5

a. ma+na=(m+tn)a

b. (-ma)+(-na)=-(m+n)a

Bukti:
a. ma+na=a+a+a+--+at+at+at+a+--+a
\

J \ J

T T
m suku n suku

=atat+a+--+a

T

(m+n) suku

=(m+n)a
Jadi ma +na = (m+n)a
b. (—ma) + (—na)
=m(—a) + n(—a)

= (‘—a) +(—a) + -+ (—a,) + o)+ (=a)+ -+ (-a)

Y \l

m suku n suku
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= () + (—) + -+ (—a)

I

(m+n) suku
=—(m+n)a

Jadi (—ma) + (—na) = —(m + n)a

Teorema 9.6

n (a+b)=na+nb dengan a,b bilangan bulat dan n bilangan

bulat positif.
Bukti:

n(a+b)=(a+b)+(a+b)+--+(a+b)

n suku

Dengan sifat komutatif dan asosiatif diperoleh:

n(a+b)=a+a+--+a+b+b+--+b

n suku n suku

=na+nb

Jadi n(a + b) = na +nb

Contoh:
1. Misalkan B = himpunan bilangan bulat, maka (B,+)

merupakan grup.
Ambil 1 € B

1+1=2
1+1+1=3
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1+1+1+1=4

Setiap bilangan bulat n dapat dinyatakan dengan 1 +
1+1+-+1,jumlah darin suku.

Jadi (B,+) merupakan grup siklik dengan generator 1

dan merupakan grup siklik.

G={-,-6-30, 3, 6, -} maka (G,+) merupakan grup.
Ambil 3 € G

3+3=6 atau 6=2-3

3+3+3=9 atau 9=3-3

Setiap anggota G dapat dinyatakan sebagaik - 3, dengan
k bilangan bulat.

Jadi (G,+) meripakan grup siklik tak berhingga dengan

generator 3.

Teorema 9.7

Setiap grup siklik adalah komutatif

Bukti:

Misalkan G grup siklik dengan generator a

G = [a] = {a"| n bilangan bulat}

Misalkan g, g,€ G

Berarti ada bilangan bulat s dan t sehingga ¢ = a° dan ¢,=a’, maka

= t
g1'g2_as'a

=as+t
=g°*! karenas+t=t+s

=at . as
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=87 &1
Jadig, g,€ Gberlaku g - g, =g, g, sehingga G grup merupakan
komutatif.

Teorema 9.8

Jika G adalah grup siklik dengan generator a yang berorder
n, maka a’, ', a?, ---,a"" adalah anggota yang berlainan satu

sama lain.

Bukti:

Perhatikan anggota G: a° a',a?,---,a™!

Dalam hal ini a adalah generator G berorder n, berarti n
bilangan bulat positif terkecil sehingga a™ = i.

Andaikan teorema itu tidak benar, maka ada bilangan bulat
sdant dengan 0 < s < t < n sehingga a® = a.

aSeEGdanaS€eGkarecna0<s<t<nmakalO<t—s<n

Karena a® = at, maka

Jadia'™s =i,dengan t —s <n

Ini bertentangan dengan ketentuan bahwa n adalah
bilangan bulat positif terkecil yang bersifat a™ = i. Ternyata
pengandaian salah.

Jadi a°a?,a?,---,a™! semuanya berlainan.

Sekarang jika ada bilangan bulat k >n maka k=q-n+r
dengan g dan r bilangan bulat dan 0 < r < n (Teorema sisa).
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a* =i
(@)= =1

Jadia™ =i

Perhatikan ak = q™+"
=q™ . q"
=i-a”

=a" ,denganr <n

Dengan demikian setiap a* dengan k > n akan sama dengan

salah satu dari a®, al, a?,---,a™ 1.

Jadi hanya ada n anggota G yang berlainan.

Teorema 9.9
Setiap subgroup S dari grup siklik G adalah siklik.

Jika a adalah generator dari G, maka generator dari S adalah
a™ dengan m bilangan bulat positif terkecil sehingga a™

merupakan anggota dari S.

Bukti:
G grup siklik dengan generator a. Jadi G = [a].
S subgrup dari G, berarti S ¢ G dan S merupakan grup.

Misalkan m bilangan bulat positif terkecil sehingga 4" merupakan
anggota dari S. Ambil sebarang anggota dari S, misalnya a” €

S dengan p > m.

Menurut teorema sisa, ada bilangan bulat positif q dan bilangan

bulat r sehinggap=m - g+ rdengan 0 <r <m.
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p=m-q+r = r=p-mgq

am=(a")1=a"-a"-a"---a", dengan q factor

a"€S = a"g€ Sdana™ €S

a'=a" =g .qg"dengana’ € Sdana™ €S

Jadia’e Sdengan 0<r<m

Hal ini bertentangan dengan ketentuan bahwa m bilangan
bulat positif terkecil yang bersifat a” € S.

Jadi r = 0 dan a? = a™= (a")1

Anggota S berbentuk (2”)7, dan S merupakan grup siklik dengan

generator a™

Teorema 9.10

Jika G grup siklik, dengan generator a berorder n > 0,
sedangkan S adalah subgroup siklik dengan generator a”,

maka m merupakan factor dari n dan S berorder -z
m

Pembuktian harap Anda kerjakan sebagai latihan.

Teorema 9.11

Misalkan G adalah sutu grup siklik dengan order n, sedangkan
a'€ G dengan 0 <t <n. Maka a' merupakan generator dari G

jika dan hanya jika (1, t) = 1.

Pembuktian harap Anda kerjakan sebagai latihan.



132

| Petrus Fendiyanto

Contoh:

1.

Misalkan G={z, | z, adalah akar dari persamaan z*=1,
z bilangan kompleks}.
Jadi G =1{1, -1, i, - i} dengan elemen identitas 1.

G adalah grup siklik dengan generator i berorder n = 4.

S ={1, -1} merupakan subgrup dari G, akan ditunjukkan
bahwa S merupakan subgrup siklik.

§=1{1,-1} = {1, 1} ={*,(" )’}
Jadi S adalah subgrup siklik dengan generator i*
berorder k = 2.

n (G) =4, n (S) = 2 dan 2 adalah factor dari 4.
G={a, a* @° -+, a' =i} adalah grup siklik.
Misalkan S = {i, a* a®a"}.

Tunjukkan bahwa merupakan subgrup siklik dari .

Perhatikan tabel di bawah ini

5 i & | & | a2
i i a* | a® | a'?
| ¢ | & | a2 i
a® | a® | a'? i a*
a2 | a1 i P

Berdasarkan tabel, diperoleh

a. Sifat tertutup dipenuhi
b. il=i

c. (a*)'=a?
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e.
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@)1= at

(alz )-1 =gt

Jadi S merupakan subrup dari G

S={ia*, a® a?} = {a*, (a* )}, (a* )’ i}

Sehingga S merupakan grup siklik dengan generator a*.
n (G) =16 dann (S) = 4.

9.2 Rangkuman

1.

Perkalian berulang

a.

b.

C.
d
e.
f.
g.

ar=a-a-a--a, dengan m factor
a"=a'-q'-a’---a' dengan m factor dan a' adalah

invers dari a; a™=(a! )"

a’=i

(am)—l = (afl )m
am.gh= am+n
(am)n = amn

Jika ab = ba maka (ab)"= a"- b"

Penjumlahan berulang

a.

b.

o oo n

ma=a+a+a+--+a dengan m suku

m (-a) = (-a) + (-a) + --- + (-a), dengan m suku; m (-a)
=-m-a

0-a=0

ma + na= (m+tn) a

(-ma) + (-na) = -(m+n) a

n (a+b) = na + nb
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Suatu grup G disebut siklik jika dan hanya jika G ={a* | k

bilangan bulat}

G={a, @, a° a* ---} adalah grup siklik dengan generator

a. Jika ada bilangan bulat positif n sehingga a" =i
maka a berorder n dan G mempunyai n anggota
yang semuanya berlainan.

b. Jikatidak ada n sehingga a" =i, kecuali n = 0 maka a
berorder tak berhingga dan G mempunyai anggota
tak berhingga.

c. G berorder n berarti mempunyai n anggota yang
berlainan.

Setiap grup siklik adalah komutatif

Setiap grup S dari grup siklik G adalah siklik. Jika

a generator dari G maka generator dari S adalah a”

dengan m bilangan bulat positif terkecil sehingga a™

€ S.

Jika G grup siklik generator a berorder n > 0 dan S

subgrup siklik dengan generator a” maka m factor dari

n dan S berorder n/m.

G suatu grup siklik dengan order n dan 4’ € G dengan

0 <t <n maka a' merupakan generator dari G jika dan

hanya jika (n, t) = 1.
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9.3 Latihan Soal

1.

Apakah G={z, | z, akar dari persamaan z°= 1, z bilangan
kompleks} dengan operasi perkalian merupakan grup
siklik? Jelaskan!

Jika G adalah grup siklik dengan generator a berorder n

> (0 dan S merupakan subgrup siklik dengan generator

" maka m factor dari n dan S berorder - Buktikan!

Jika G suatu grup siklik dengan order n dan a'€ G

dengan 0 < t < n maka a' merupakan generator dari G

jika dan hanya jika (n, t) = 1. Buktikan!

Dari soal nomor 1, misalkan G = {z,, z,, z,, z,, z, z,= i}.

Tentukanlah:

a. Subgrup siklik dari G

b. Anggota dari G yang dapat menjadi generator
grup siklik G

Misalkan G adalah grup siklik dengan generator a.

Buktikanlah bahwa G merupakan suatu grup tak

berhingga jika dan hanya jika a*=a' = k=1t
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10. Koset dan Teorema Lagrange

10.1 Pengertian Koset

Definisi 10.1

Jika H suatu subgrup dari grup (G,*) dana € G maka Ha = {h
*a| h € H} disebut koset kanan dari H dalam G, sedangkan
aH = {a *h| h € H} disebut koset kiri dari H dalam G.

Subgrup dapat dinyatakan dengan H atau S atau huruf
yang lain. Dalam contoh berikut H dan S dua-duanya muncul,
tetapi dalam pembahasan koset selanjutnya akan digunakan S.

e Apabila (G,+) merupakan grup dan S subgrup dari

G, maka
aS={a+s|seS}danSa={s+a| s€ S}
e Apabila (G,x) merupakan grup dan S subgrup dari
G, maka
aS={axs|seS}danSa={sxa| s€S}
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Secara umum, a * s ditulis as dan s * a ditulis s a.

Contoh:

1.

Misal: G = {---, -2, -1, 0, 1, 2, ---} sedangkan (G,+)
merupakan grup.

S={-,-6,-3,0306 -}

maka S2={---,-4,-1, 2,5, 8, ---} adalah koset kanan dari S
S3=1{-,-3,03,6,9, 12, ---} adalah koset kanan dari S
1S={---,-5,-2, 1,4, 7, ---} adalah koset kiri dari S
Misalkan B adalah himpunan bilangan bulat maka
B dengan operasi penjumlahan merupakan grup. H,
adalah himpunan bilangan bulat kelipatan 5, maka H,
dengan operasi penjumlahan juga merupakan grup.
H,c B, jadi H, merupakan subgrup dari B.

Koset kanan dimana H, dalam B untuk 4 € B adalah H, 4.
B={-,-2,-1,01,2, -}

H.={-, -10,-5, 0,5, 10, -}

H 4={h+4|h€H) & H 4= -6-1,4,9, 14,

3H, koset kiri dari H, dalam B

3H,={3+h|h€eH,} & 3H=1{+,-7,-2,3,8 13, -}
Misal:

G={i,a,b,c d e} sedangkan (G,*) adalah grup dengan
i=(1) (2) 3a=(123 b=(132)

c=(23) d=(13) e=(12)
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adalah operasi perkalian permutasi

* i a b c d e
i i a b c d e
a a b i e c d

Subgrup dari G adalah {i, a, b}, {i, ¢}, {i, d}, {i, e}

Misalkan S={i,c}

Koset kanan dari S dalam G adalah

Si ={i, c} Sc={c, i}

Sa={ia, cal=1{a,d} Sd={id cd}=1{d a)}
Sb={ib, cb}=1{b, e} Se = {ie, ce} ={e, b}

Koset kiri dari S dalam G adalah

iS ={i, c} cS ={c, i}

aS={ai,ac}={a, e} dS={di dc}=1{d b}
bS ={bi, bc}={b,d} eS={ei, ec} ={e, a}

139

Hasil kali anggota G disajikan dalam tabel berikut ini
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Misal G = {1, -1, i, -i} dengan i= \/_71 atau = -1, maka
(G,x) merupakan grup dengan elemen identitas 1,

Misal S = {1, -1}, maka S merupakan subgrup dari G
Koset kanan dari S dalam G adalah

S1={1,-1} Si={i -i}

S(-1)={-1,1} S (-i) ={-i, i}

Koset kiri dari S dalam G adalah

1S={1,-1} iS={i -i}

(-1) S={-1, 1} (i) S={-i, i}

Misalkan G = {I, R, R?, A, B, C} menyatakan grup
transformasi dari segitiga sama sisi A B C. Subgrup
dari G adalah {I, R, R?}, {I, A}, {I, B}, dan {I, C}.
Misalkan S = {I, R, R?}.

Koset kanan dari S dalam G adalah

SI ={R, R SA ={A, C B}
SR ={R, R’ I} SB={B, A, C}
SR*={R? I, R} SC={C B, A}

Koset kiri dari S dalam G adalah

IS ={,R,R?} AS={A, B, C}
RS ={R,R% I} BS={B, C, A}
R? S ={R’ R} CS={C A, B}
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Perhatikan lagi definisi koset. Misalkan S adalah subgrup dari
(G).
Misalkan anggota dari S adalah h,, h,h, - yang semuanya

berlainan.

Jikaa € Gdana ¢ S, maka anggota dan koset kanan Sa adalah
h,*a,h,*a, h,*a, -+, yang semuanya berlainan pula. Sebab jika
ada anggota dalam Sa yang sama, yaitu ,*a = h,* a, dengan
sifat kanselasi diperoleh /= 1. Hal ini tidak mungkin karena
anggota dari S semuanya berlainan. Begitu pula anggota dari
koset kanan Sa tidak ada yang sama dengan anggota dari S.
Sebab andaikan ada yang sama, misalkan /1, * a = h, dengan
h,h € S yang berarti
Wt*(h*a) =h'*h,
(hz‘_l*hi) >ea=hi.1>(-hj
i*a=h’*h,
a=h'*h,
S suatu subgrup maka S suatu grup. Sehingga, apabila 1, € S
maka h' € S pula. h, h' € S maka (b, *h') & S (karena sifat
tertutup). Karena a = h;' * h, maka a € S. Hal ini pun tidak
mungkin, sebab tadi mengambil a € G dengana € S.

Pernyataan ini dapat ditunjukkan melalui contoh 3, yaitu S =
{i, c).

e Jikai€e Sdance€ SmakaSi=SdanSc=S5

o Jkaa¢Sdanbé¢ SmakaSag SdanSbé S
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Untuk memahami sifat-sifat koset, perlu Anda perhatikan
bahwa

(Sa) a'=Si=S§
(Sb)b'=Si=8§

Dalam contoh 3 diketahui bahwa a dan b saling invers, yaitu
a'=bdan b'=a. Ambil Sa ={a, d} dan Sb = {b, e].

(Sa) a'=(Sa) b= {ab, db}={i,c}= S
(Sb) b'l=(Sb) a = {ba, ea}={i,c}=S

10.2 Sifat-Sifat Koset

Teorema 10.1

Jika S adalah subgroup dari grup G, dana € Smaka Sa =S

Bukti:
i. Akan dibuktikan bahwa Sa c §
Sa adalah koset kanan dari S, yang anggotanya adalah hasil

kali anggota S dan 4, dari kanan. Karena S adalah subgrup
yang memenubhi sifat tertutup, dan a € S maka hasil kali setiap

anggota S dengan a merupakan anggota S pula.
JadiSac S

ii. Akan dibuktikan bahwa S c Sa

Karena a € S maka a” € S, sehingga
S={(sa'1)a|sES}cSa

Dari (i) dan (ii) sehingga diperoleh Sa = S
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Teorema 10.2

Jika G adalah grup dan S adalah subgrup dari grup G maka
Sa = Sb jika dan hanya jikaa' b € S.

Bukti:

G adalah grup dan S adalah subgrup dari grup G.
i. Akan dibuktikan bahwa Sa =Sb = ab'€e S
Misalkan Sa = Sb, maka

(Sa) b'= (Sb) b’

Sab'=Si

Sab'=S

Karenai € Smakaab'=i(ab') €S

Jadi Sa=Sb = ab'€e S

ii. Akan dibuktikan bahwa S c Sa

Misalkan b€ S

Menurut teorema 10.1 bahwa Sab’= S maka

(Sab') b=Sb

(Sa) (b'b)=Sb

Sai = Sb

Sa =Sb

Jadiab'€e S = Sa=Sb

Dari (i) dan (ii) sehingga diperoleh bahwa Sa = Sb < ab’€ S
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Teorema 10.3

Jika S adalah subgrup dari grup G maka b € Sajika dan hanya
jika Sa = Sb.

Bukti:

i. Akan dibuktikan b € Sa = Sa = Sb
Misalkan b € Samaka b = s, a untuk 5,€ S
b a'1=(sj a) a't

b a’1=sj (aal)

b a'1=s], i

Maka ba'€e S

Berdasarkan teorema 10.2, jika b a’ € S maka Sa = Sb

ii. Akan dibuktikan Sa =Sb = b € Sa

b € Sb, sebab S memuat i sehingga ib = b

b € Sbdan Sa = Sbmakab € Sa

Jadi Sa=Sb = b€ Sa

Dari (i) dan (ii) diperoleh bahwa b € Sa < Sa = Sb

Teorema 10.4
Jika S adalah subgrup dari grup G maka

a. G adalah gabungan semua koset kanan Sa, dengan
a€G
b. Untuk setiap a, b € G, jika Sa N Sb # @ maka Sa = Sb
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Bukti:

a.

Akan  dibuktikan bahwa G = EUG Sa, dengan

menggunakan kesamaan dua himpunan.

i. Ambil x € G dan Sx koset kanan dari S di G, i € S
dan ix € Sx

Karena ix = x, maka x € Sx dan x € UGSa
aeE

Jadi G c U Sa
a€eG

ii. Ambily € lGJ Sa, berarti ada p € G sehingga
ae€

y € Sp, berartiadas; € SdanY =s; p
Jika s; € S maka s; € G
Karena s; € G danp € G makas;p € G atauy € G
JadiU SacéG
a€G

Karena G c U Sa dan U Sa c G maka G =U Sa

aEeG a€eG aeEG

Akan dibuktikan Va,b € G jika SanSb# @ maka
Sa =S5b

Andaikan SanNSb # @ berarti ada ¢ € SanSbh maka
c € Sadanc € Sb

Menurut (Teorema 11.3)

c € Sa jika dan hanya jika Sa = Sc

¢ € Sb jika dan hanya jika Sb = Sc

ceSanSbh & Sa=Sb=>S5c

JadiSanSb+® = Sa=Sb
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Demikian pula untuk koset kiri § dalam G

Teorema 10.4 dapat ditunjukkan dalam contoh 3, yaitu
G ={i,ab,c,d e} adalah himpunan permutasi dari 3
anggota, (G,*) merupakan grup, dan S = {i,c} adalah
subgrup.

Perhatikan dalam contoh 3 koset kanan dari S dalam G.

1. ieSdanceS= Si=SdanSc=S

2. Hanya ada 3 buah koset kanan yang berlainan, yaitu
{i,c},{a,d}, dan {b, e}

3. Sa = Sd dan Sh = Se

4. Jika Sa#Sb maka SanSb=@. Sa={ad} dan
Sb =1{b,e}

5. atgasa =SiuSauShuScuSduUSe ={i,ab,cde}=G

Jadi G = U Sa

a€EG

Teorema 10.5

Misalkan (G, *) adalah grup dan S merupakan subgrup dari
G. Jika i adalah elemen identitas dari G, a € G dan a # i maka

Sa bukan grup dari G.

Bukti:

Buktinya anda buat sendiri sebagai latihan. Teorema 10.5 dapat

ditunjukkan dengan contoh.
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Teorema 10.6

Misalkan (G, *) adalah grup dan S merupakan subgrup dari
G maka V a € G berlaku S~Sa.

Bukti:

Misalkan a € G dana # S maka Sa # S

Perhatikan pemetaan f: S—Sa dengan f(s) =sa, Vs € S
Anggota dari Sa diperoleh dari perkalian setiap s € S dengan

a € G. Berarti setiap anggota dari Sa merupakan bayangan

anggota dari S.

Akan dibuktikan pemetaan itu satu lawan satu.

Misalkan s,s, € S dan f(s, ) = f(s, )

Karena f(s, )=s,adanf(s,) =s,a, makas , a=s,a

Dengan pelenyapan yang berlaku dalam grup, diperolehs =s,.
Jadi f adalah pemetaan satu lawan satu.

Vs, s, €S, jikaf(s)=f(s,) makas, =s,

Demikian pula sebaliknya

Pemetaan g: Sa—S dengan g (sa) =s, V s € S juga pemetaan

satu lawan satu.

Jadi S~ Sa.

Teorema 10.7

Jika (G,*) adalah grup dan S merupakan subgrup dari G maka
V a, b € G berlaku Sa ~ Sb.

Pembuktian harap Anda kerjakan sebagai latihan.
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10.3 Teorema Lagrange

Teorema 10.8 (Teorema Lagrange)

Jika G suatu grup berhingga dan S adalah subgrup dari G,
maka order dari S membagi habis order dari G, dan ditulis
“n(S) |n(G)”.

Bukti:

Misalkan G adalah suatu grup berhingga dengan order m dan S
merupakan subgrup dari G dengan order k. Jadi G mempunyai
tepat m buah anggota yang berlainan dan S mempunyai tepat

k buah anggota yang berlainan.
Buatlah koset kanan S dalam G
Menurut teorema
o G=USa
e Va beGberlaku SaN Sb =@ atau Sa = Sb
Karena S berhingga dan V 4, b € S berlaku Sa ~ Sb, maka

banyaknya anggota Sa = banyaknya anggota Sb. Demikian
pula S ~ Sa.

Apabila banyaknya koset kanan yang terbentuk 1 buah maka

m=1xk.

Berarti k factor dari m atau m habis dibagi oleh k, dan ditulis
k|m.
Jadi n(S) | n(G).
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Definisi 10.2

Jika G suatu grup dan S adalah subgrup dari G maka yang
disebut indeks dari S dalam G adalah banyakya koset kanan
yang berbeda dari S dalam G, dan ditulis i, (S). Jika G suatu

: : n(G)
grup berhingga maka i (S)= 7(5)

Contoh:

T =1{1,2, 3, 4, 5, 6} dengan operasi perkalian modulo 7
membentuk suatu grup. S = {1, 2, 4} dan D = {1, 6} terhadap

operasi “perkalian” merupakan subgrup dari T.

Koset-koset kanan dari S dalam T adalah S, S, S, S, S, S,

dengan

S,={1x1,2x1,4%x1}=1{1,2,4}
S,={1x2,2%x2,4x%x2}={2,4,1}
S,={1x4,2x4,4x4}={4,1,2}

MakaS=5=5,=S§

S,={1x32x34x3}={3,6,5}

S, ={1x52x54x5}={53 6}
S,={1x62x64x6}={6,5,3]}

Maka S,= S, =S,

Jadi banyaknya koset kanan S dalam G ada 2 atau i, (S) = 2.

6
Nampak bahwa n(S) =3 dan n(T) = 6, sehingga i, = p = 3 =2
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Coba periksalah bahwa koset-koset kanan dari D dalam T
adalahD,D, D, D, D, D,denganD,=D,=D, D,=D, = {2,5},
dan D,= D, = {3, 4}, sehingga i, (D) = 3.

Tentukan periode setiap elemen dari T (ingat definisi periode
elemen suatu grup). Periksalah jawaban anda dengan jawaban

berikut ini.

p(1) =1 p(2)=3 p(3)=6
p4) =3 p(5)=6 p(6)=2
Catatan:

p(4) = 3, sebab 4°=64=1 (modulo 7)

Teorema 10.9

Jika G suatu grup berhingga dengana € G makap (a) | n (G),
yaitu periode 2 membagi habis order dari G.

Bukti:

Misalkan G adalah suatu grup berhingga dengan order atau
tingkat m, maka n(G) = m.

Ambila € G

Jika a =i maka p (i) = 1 dan 1 membagi habis m.

Jadip(a) | n(G)

Jika a # i, buatlah grup siklik generator a.

Misalkan P (a) = k, maka a*= i dan misalkan himpunan
perpangkatan a adalah S = {a, a?, @ ---, @, a*=i}.

Sadalah grup siklik dengan generator a dan merupakan subgrup
dari G. Order S yaitu n(S) = k, sebab semua anggota dari S

berlainan.
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Menurut teorema Lagrange 1(S) | n(G) atau k | m, dengan k = p(a).
Jadi p(a) | n(G).

Teorema 10.10

Jika G suatu grup berhingga yang berorder bilangan prima

maka G merupakan grup siklik.

Bukti:

Misalkan 7n(G) = m, dengan m suatu bilangan prima maka

pembagi dari m hanyalah 1 dam m saja.

Sehingga G tidak mempunyai grup sejati.

Ambil a € G dan a # i maka himpunan perpangkatan 4, yaitu
S ={a, a>,@° ---,a" = i} merupakan subgrup dari G.

Karena G tidak mempunyai subgrup dan a # i, maka S = G.
Jadi S suatu grup siklik maka G merupakan grup siklik pula.

Definisi 10.3

Jika G suatu grup dan S merupakan subgrup dari G, maka a
kongruen dengan b modulo S, ditulis a = b (mod S) bila dan
banya bila ab™ € S.

Contoh:

Misalkan G adalah suatu grup bilangan bulat dengan operasi
“penjumlahan” dan S adalah himpunan bilangan kelipatan 3,
maka S adalah subgrup dari G.

e 17=8(modS),sebab17+ (-8) =9€ S

e 20%# 15(mod S), sebab 20+ (-5)=5¢ S
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Relasi kongruensi modul S ini membagi G dalam 3 kelas yaitu:
e 0=[0]={--6,-30236}=[3]=[6]=][3]="-
o 1 =[1]={,-5-2,1,47 - }=[4]=[7]=[2]="
o Ir=[2]={-,-4-1258 -}=[5]=[8] =[1] =--
0" atau [0] dibaca kelas 0.
Nama suatu kelas biasanya dipilih elemen positif atau nol yang
terkecil dalam kelas tersebut. Misalnya kelas {---, -4, -1, 2, 5, §,
---} diberi nama kelas 2 ditulis [2] atau 2.

Sekarang kita menghubungkan kelas ekuivalensi dengan koset

kanan dalam G.

Sy=1{+,-6+0,-3+0,0+03+0,6+0,+}
S,={,6+1-3+10+13+16+1,
S,={, 6+2,-3+2,0+23+2,6+2,]
S,={w,-6+3-3+30+33+36+3,)=S,
5,=5,
S.=S,, dan seterusnya
Nampak bahwa

e 5=5=0

o S=T1

o 5=7

Contoh ini mengarahkan kita pada teorema berikut ini.
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Teorema 10.11

Jika G suatu grup dan H adalah subgroup dari G, maka untuk
setiap a € G, berlaku hubungan Ha={y € G|a=y(mod H) =d }

Teorema 10.12

Jika G suatu grup dan S merupakan subgrup dari G maka v
a, b € G relasi a = b(mod S) adalah relasi ekuivalensi.

Pembuktian harap Anda kerjakan sebagai latihan.

10.4 Rangkuman

1.

Definisi koset

Jika H suatu subgrup dari grup (G,*) dan a € G maka
Ha = {h *a| h € H} disebut koset kanan dari H dalam
G, sedangkan aH = {a * h| h € H} disebut koset kiri
dari H dalam G.

Subgrup dapat dinyatakan dengan H atau S atau huruf
lain sesuai kebutuhan. Dalam pembahasan koset,
subgrup dapat dinyatakan dengan S.

Pada (G,+), Sa={s+a|s€S}danaS={a+s | s€S}
Pada (G,x), Sa={sxa|s€ S}danaS={axs | s€S)
Sifat-sifat koset

Jika (G,*) suatu grup, S subgrup dari G dana, b € G maka
a. a € Sjika dan hanya jika Sa = s

b. Sa= Sbjika dan hanya jika ab™ € S

c. b€ Sajika dan hanya jika Sa = Sb
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d. G adalah himpunan koset kanan Sa dengana € G
Jadi G=U Sa danJadi G=U aS
1€G 1€G
e. Sa=SbatauSaNSb=0
Jika a#i dan I merupakan elemen identitas dari G,
maka Sa bukan subgrup dari G
g. a,bl]G berlaku hubungan S ~ Sa dan Sa ~ Sb
Teorema Lagrange
Jika G suatu grup berhingga dan S adalah subgrup
dari G, maka n(S) | n(G), yaitu order dari S membagi
habis order dari G.

Jika S suatu subgrup dari G, maka indeks dari S dalam
G dittulis i, (S) adalah banyaknya koset kanan S yang

()
berlainan dalam G; ‘¢ ( )_ n(S)

Jika G suatu grup berhingga dan a € G maka p(a) | n(G),
yaitu periode a membagi habis order dari G.

Jika G suatu grup berhingga dan a € G maka 4"© =i
Jika G suatu grup berhingga yang berorder bilangan
prima, maka G suatu grup siklik.

Misalkan S adalah subgrup dari G. Untuk a, b€ G, a =
b (mod S) jika dan hanya jika ab? € S.

Jika H adalah subgrup dari G, maka untuk setiap € G
berlaku Ha = {y € G |a = y(mod H)=d" }

Jika S adalah subgrup dari G maka relasi kongruensi

modulo S merupakan relasi ekuivalensi.
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10.5 Latihan Soal

1.

Diketahui G suatu grup dan S merupakan subgrup
dari G, dan g, b € G. Buktikan a € Sb jika dan hanya
jika Sa = Sb.

Tunjukkan bahwa relasi kongruensi a = b (mod H)
merupakan suatu relasi ekuivalensi jika H adalah
subgrup dari G dana, b € G.

Diketahui bahwa H adalah subgrup dari (G,*) dan
a € G, berlaku hubungan a Ha'= {a *h *a’ |h € H}.
Tunjukkan bahwa aHa' adalah subgrup dari G.
Tuliskanlah semua koset kanan dari H dalam G, jika
G suatu grup siklik dengan generator a dan n(G) = 10,
sedangkan H adalah subgrup dengan generator a*
Misalkan (G,*) adalah grup, S adalah subgrup dari G,
dan a € G. Jika a # i maka Sa bukan subgrup dari G.
Buktikan.
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11. Subgrup Normal

11.1 Pengertian Subgrup Normal

Definisi 11.1

Jika N subgrup dari G, maka N disebut subgroup normal dari
G jika dan hanya jika gN = Ng, untuk setiap g € G.

Contoh:

G={i,a,b,c d e}dan (G*) grup dengan “*”. Perhatikan permutasi
i=1)2)3) a=(123) b=(132)
c=(23) d=(13) e=(12)

Ambil N={i, a, b} subgrup dari G.

Koset kanan dari N dalam G adalah

Ni={i,a b} Nc = {ic, ac, be} ={c, e, d}

Na = {ia, aa, ab} ={a,b,i} Nd = {id, ad, bd} ={d, c, e}

Nb = {ib, ab, bb} ={b,i,a} Ne = {ie, ae, be} ={ed, c}
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Koset kiri dari N dalam G adalah

iIN={i, a b} c¢N ={ci, ca, cb} ={c d, e}
aN = {ai, aa, ba} = {a,b,i} dN = {di, da, db} = {d, e, c}
bN = {bi, ba, bb} = {b,i,a} eN = {ei, ea, eb} = {e, c, d}

V x€G memenuhi xN = Nx. Jadi N={i, 4, b} subgrup normal.

Definisi di atas hanya dapat digunakan pada subgrup yang
berhingga.

Definisi 11.2

Jika N subgrup dari G, maka N disebut subgroup normal dari
G jika dan hanya jika untuk setiap ¢ € G dan n € N berlaku

hubungan gn g’ € N.

Contoh:

G=1{i,a b c d el dan (G*) grup dengan “*”. Perhatikan
permutasi dari tiga elemen, misalnya 1,2, dan 3 yaitu
G={1)=i(1 2),(1 3),(2 3),(1 2 3),(1 3 2}

Subgrup dari G, yaitu N={(1), (1 3 2),(1 2 3}. Ambil sebarang
sebarang elemen ¢ G dan sebarang elemen n € N. Misalkan g
=(1 2)dann = (1 3 2).Karena G suatu grup dan g € G maka
adag’€S.Jikag=(1 2) makag’=(2 1).

Periksalah bahwa g - g'=¢"-¢=(1)

Perhatikanlah sekarang komposisi berikut ini.

e (12)-(123)-21)=(@23)-(13) =(132€N

e (23)-(132)-32)=(13)-(23)=123F€N

e (132)-(132)-(231)=(132€N
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Coba periksalah bahwa g - n - g' € N untuk setiap g € G dan
untuk setiap n € N. Jadi N adalah subgrup normal dari G.

11.2 Sifat-Sifat Subgrup Normal

Teorema 11.1

N adalah subgrup normal dari G jika dan hanya jika g N g’

= N, untuk setiap g € G.

Bukti:

i. Akan dibuktikan N subgrup normal = V geG,g N g'=N.
Karena G grup dan g € G maka ada g'€G.

N subgrup normal dari G, berarti V ¢ € G berlaku hubungan
gN = Ng.

Kalikan ruas kanan dan ruas kiri dengan g* dari kanan.

g§N=Ng

g Ng'=Ngg"
g Ng'=Ni
gNg'=N

ii. Akan dibuktikan bahwa VvV g € G, gNg' = N = N subgrup

normal.

Kalikan ruas kanan dan kiri dengan g dari kanan.
gNg'=N

§Ng" g =Ng

gNi=Ng

8N =Ng
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Jadi N adalah subgrup normal

Dari (i) dan (ii) diperoleh bahwa N subgrup normal jika dan
hanya jika gNg”= N, untuk setiap g € G.

Teorema 11.2

Setiap subgrup S dari grup G yang komutatif adalah subgrup

normal.

Bukti:
Ambil a € G dan S subgrup dari G.
aS={as|a € Gdans € S}
Sa={salae Gdans € S}
an€Gdans€ S c G, makas€G.Jadias € G.
Karena G adalah grup komutatif maka as = sa.
BerartiVa € G, aS = Sa.
Jadi S adalah subgrup normal.
Misalkan N suatu subgrup normal dari G, 4, b € G sedangkan
Na dan Nb adalah koset-koset kanan dari N dalam G. Perhatikan
perkalian dua koset kanan dari N berikut ini.
(Na) (Nb) =N (aN) b
=N(Na)b  (Karena N subgrup normal maka Na=aN)
=NN (a *b)
=N (@a*b)
Ini menyatakan bahwa jika N subgrup normal dari G, maka
hasil kali dua koset kanan dari N adalah koset kanan dari N

pula. Secara formal, hal ini dapat dinyatakan dengan teorema

berikut ini.
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Teorema 11.3

Jika N Suatu subgrup dari G maka N adalah subgrup normal
dari G jika dan hanya jika hasil kali dua koset kanan dari N
dalam G adalah koset kanan dari N dalam G pula.

Bukti:

ii.

Akan dibuktikan N subgrup normal dari G = Na Nb =
N(a * b), untuk setiap a, b € G.

N subgrup normal dari G maka Na =aN, untuk setiapa € G.
Untuk setiap a, b € G.
(Na) (Nb) = N (aN) b
= N(Na) b (Karena N subgrup normal maka Na =aN)
=NN (a*b)
=N (a*b)
a, b € Gdan (G,*) suatu grup maka (a2 *b) € G.

Ini berarti N (a * b) adalah koset kanan dari N dalam G.
Jadi hasil kali dua koset kanan dari N adalah koset kanan
dari N dalam G pula.

Akan dibuktikan bahwa untuk a, b, c € G maka (Na) (Nb)
= Nc = N subgrup normal dari G.

Ambil i € N, karena (Na) (Nb) = Nc maka
(i*a)i*b)=1i%

a*b=c



162 | Petrus Fendiyanto

Sehingga dari ketentuan (Na) (Nb)=Nc diperoleh (Na)
(Nb)=N(a * b), untuk setiap a, b € G.

Ambil b = a!, maka

NaNa'=N(a*a"), (Karena N subgrup normal maka Na=aN)
aN Na'=Ni, (Karena N = NN)

aNa'=N

Ini berari bahwa N adalah subgrup normal dari G.

Dari (i) dan (ii) diperoleh bahwa N adalah subgrup normal
dari G jika dan hanya jika hasil kali dua koset kanan dari
N dalam G adalah koset kanan dari N dalam G pula.

11.3 Grup Faktor

Teorema 11.4

Jika (G,*) suatu grup dan N adalah subgrup normal dari G,
maka G/N terhadap operasi perkalian himpunan merupakan
suatu grup.

Pembuktian teorema ini harap anda kerjakan sebagai latihan.
Jika G adalah suatu grup berhingga, berapakah order G/N?

Ingat bahwa G/N adalah himpunan semua koset kanan N
dalam G, sedangkan banyaknya koset kanan N dalam G adalah
indeks dari N dalam G, yaitu:
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maka

n(G)
n(N)

Hal ini dinyatakan sebagai teorema berikut ini.

n(G/N)=i, =

Teorema 11.5

Jika G suatu grup berhingga dan N adalah subgrup normal
dari G, maka

n(G/ N)= :((;2

Contoh:

Misalkan G={a, a’,@’,a*, ---, a"',a"? =i} adalah grup siklik dan N
= {i, @, a° a°} adalah suatu subgrup normal dari G, n(G) = 12
dan n(N) = 4.

Periksalah bahwa

n(GAN) =n(G)/n(N) ) =12/4=3

Dengan menunjukan semua koset kanan N dari G atau semua
elemen dari G/N.

Elemen-elemen G/N adalah

e Ni=Na*’=Na°=Na’=N

e Nua=Na*=Na’=Na'’= {a, a* a’, a'}

o Na’= Na°= Nab= Na'= [a? a° a°, a''}

Jadi n(GAN)=3) atau n(G/(N) = {N, Na, Na?})
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11.4 Rangkuman

1.

Jika N subgrup dari G, maka N disebut subgroup
normal dari G jika dan hanya jika gN = Ng, untuk
setiap g € G.

Jika N subgrup dari G, maka N disebut subgroup
normal dari G jika dan hanya jika untuk setiap g € G
dann € N berlaku hubungan gn g’ € N. Syaratgn g€
N untuk setiap n € N dapat diganti dengan gn g'c N.
N adalah subgroup normal dari G jika dan hanya jika
gNg'=N.

Setiap subgroup S dari grup G yang komutatif adalah
subgroup normal.

Jika N suatu subgroup dari G, maka N adalah subgroup
normal dari G jika dan hanya jika hasil kali dua koset
kanan dari N adalam G adalah koset kanan dari N
dalam G pula.

Jika (G,*) suatu grup dan N adalah subgroup normal
dari G, maka G/N terhadap operasi perkalian himpunan
merupakan suatu grup, dan G/N disebut grup factor
G oleh N.

Jika G suatu grup berhingga dan N adalah subgroup

normal dari G, maka

n(G)

n(G/N)= n(N)
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11.5 Latihan Soal

1.

Jika (G,*) suatu grup dan N adalah subgrup normal
dari G, maka buktikanlah bahwa himpunan semua
koset kanan N dalam G, yaitu G/N terhadap operasi
perkalian himpunan merupakan suatu grup.

Jika (G,*) suatu grup, N subgrup dari G, dan i, (N)=2,
maka buktikanlah bahwa N suatu subgrup normal
dari G.

Jika (G,*) suatu grup, sedangkan N dan H masing-masing
adalah subgrup normal dari G, maka buktikanlah
bahwa N N H suatu subgrup normal dari G.

a b
G= {{ 0 d] |a,b,-| dan d bilangan real dengan a d

# 0} terhadap operasi perkalian matriks merupakan

suatu grup. Jika N == {((1) I;J|b | b bilangan real}.
Buktikanlah:

a. N subgrup normal dari G

b. G/N adalah grup abelian

Diketahui G={i, a, b, ¢, d, ¢, f, g} dengan operasi perkalian
permutasi dan

i =(D2)E)4) d=(14)(2 3)

a=(1234) e=(12)3 4)

b=(13)(2 4) =1 3)

c=(1432) =2 4)
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Tentukan:

a. Subgrup normal N dalam G
b. Grup factor G/N
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12. Homomorfisme Grup

12.1 Pengertian Homomorfisme

Definisi 12.1

Misalkan (G,0) dan (G',*) masing-masing adalah grup.
Pemetaan f: G—G' disebut homomorfisme dari G ke G' jika
dan hanya jika untuk setiap a, b € G berlaku f(aob) =f(a) *f (b).

Homomorfisme disebut pula pemetaan yang mempertahankan
atau mengawetkan operasi, dan dapat disajikan dengan skema

berikut ini.

(G,0) (G',%) atau (G,o0) (G' %)
a —» a a — f(a)
b —» b b — f(b)

aob—» a' xb' aob —» f(aob)=f(a)=*f(b)
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Definisi 12.2

a. Suatu homomorfisme dari grup G— G' yang injektif
disebut monomorfisme.

b. Suatu homomorfisme dari grup G— G' yang surjektif
disebut epimorfisme.

c.  Suatu homomorfisme dari grup G — G' yang bijektif

disebut isomorfisme.

Definisi 13.2

a. Suatu homomorfisme dari suatu grup ke dalam grup
itu sendiri disebut endomorfisme.

b. Suatu endomorfisme yang bijektif disebut

automorfisme.

Apabila antara grup (G,0) dan grup (G',*) terdapat homorfisme,
maka dikatakan bahwa (G,0) dan (G',*) homomorfik.
Contoh:
1. Misalkan G={0,1,2,3} dengan operasi penjumlahan
modulo 4. G'={1,i,-1,-i} himpunan akar dari persamaan
Z*=1, dengan Z bilangan kompleks. (G,+,) merupakan
grup dengan elemen identitas 0, sedangkan (G',%)
merupakan grup dengan elemen identitas 1.

Tabel (G,+,)
0 1 2 3
0 0 1 2 3
1 1 2 3 0
2 2 3 0 1
3 3 0 1 2
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Tabel (G',%)
1 i -1 -i
1 1 i -1 -1
i i -1 -1 1

-1 -1 -1 1 i

-i -1 1 i -1

Grup (G,+) dan (G',x) memiliki struktur yang sama
dan mempunyai tabel Cayley yang tepat sama atau
identic.

Pemetaan f: G—G' merupakan korespodensi satu-
satu, jadi homomorfisme ini adalah isomorfisme. Kedua
grup (G,+, ) dan (G',x) dikatakan isomorfik dengan

isomorfisme sebagai berikut:
(G+,) (G',x)

0 «— f(0)=1

1
2 — f(1)=-
3

FO+2)=f0)xf2)=1x-1=-1
FA+2)=f)xf2)=ix-1 =-i
FA+3)=f)xfB3)=ix-i =1
FR+3)=f2)xf3)=-1x-i =i
Va,beG fla+b)=fa) x fib)
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2. B={+,-2,-1,0,1,2, -}
a. Perhatikan pemetaan f: B —B dengan f(x) = 2x

V x € B, f(x)=2x

V x € B, f(y)=2y

Vx y€B, f(xty) =2(x +y)
=2x+2y
=f(x) + fly)

f(x) suatu homomorfisme, karena pemetaan dari B

ke B maka f merupakan endomorfisme.

b. Perhatikan pemetaan f: B —B dengan f(x) = -x
V x €B, f(x) =-x

Vx€B, fly) =-y
Vxy€B fix+y)=-(x+y)
=(-x) + (-y)
= f(x) + f(y)
f(x) suatu homomorfisme, karena pemetaan dari

B ke B merupakan pemetaan bijektif maka f

merupakan automorfisme.
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12.2 Sifat-Sifat Homomorfisme

Teorema 12.1

Misalkan (G, o) dan (G',*) adalah grup, sedangkan pemetaan

f: G=G' merupakan homomorfisme, maka:

a. f(i) =1i', i elemen identitas dalam G dan i' adalah
elemen identitas dalam G'

b. f(x') = f(x)", untuk setiap x € G
f(x)* adalah (f(x))? yaitu invers dari f(x) dalam G'

Bukti:

a.

Akan dibuktikan f(x) =i’ dengan i elemen identitas G
dan i’ elemen identitas G’.
i’ adalah elemen identitas dalam G’ maka

FO)*i" = f0) i )]
Untuk x € G dan i € ¢ maka x o i = x, sehingga
fxoid)=f(x) ciiiiiiiiiiiiiin, (ii)

Dari (i) dan (ii), maka

fG)*i" = f(xoi)

f(x) *i" = f(x) * f (i), karena f merupakan homomorfisme
i'=f®

Jadi peta (bayangan) elemen identitas dalam G adalah

elemen identitas dalam G'.

Akan dibuktikan bahwa f(x™1) = f(x)™!
i’ =f(@i),dani=xo0x"!, untukx € G sehingga

i"=f(xox™1)

i" = f(x) * f(x~1), karena f suatu homomorfisme

fEO™ =i = fCOT =) * f(x™)
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fOO™t =i"xf(x™h)

f(x)™t = f(x~1), untuk setiap x € G.

Jadi bayangan invers x dalam G adalah invers bayangan
x dalam G’.

Catatan:
Apabila f: G—G' merupakan homomorfisme dan G merupakan
suatu grup, maka G” adalah grup. Tetapi, apabila G’ suatu grup

maka G belum tentu merupakan grup.

Teorema 12.2

Jika f: G=G' merupakan homomorfisme dan G merupakan

grup komutatif maka G” merupakan grup komutatif.

Bukti:

Ambil a,b € Gdana', b'€ G' dengan f(a) = a' dan f(b) = b' serta
(G,0) dan (G',*).

flaob)=fla) *f(b) =a' *b'

G grup komutatif, V a, b € G sehinggaaob=>boa.
flaob)=f(boa)=fb)*fla) =b"*a'

Jadi V a', b'€ G' memenuhi a'*b' = b'*a', yang berarti G’

merupakan grup komutatif.

Teorema 12.3

Misalkan (G,0) dan (G',*) adalah grup. Jika pemetaan f: G—G'
merupakan homomorfisme yang surjektif maka N = {x € G|
x =f'(i'), i'€ G'} adalah subgrup normal dari G.
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Bukti:

i

ii.

Akan dibuktikan bahwa N subgrup yaitu jika ab € N
maka ab® € N

Ambil a,b € N maka f(a) =i' dan f(b) = 1'
f(ab) = f(a) * f(b), sehingga
flab?) = fa) * (b))

= fla) * (f(b))"

=i i )

={'*]

=

Jadiab’ € N, sehingga N merupakan subgrup.

Akan dibuktikan bahwa N merupakan subgrup normal,
yaitu jikag € Gdann € Nmakagng' € N.
flgng™)=1(g) *fin) * fg")

=f(g) *i' * (f(g)"

=1

Jadi g n g € N sehingga N merupakan subgrup normal
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12.3 Rangkuman

1.

Definisi homomorfisme

Misalkan (G,0) dan (G,*) adalah grup. Pemetaan f: G—G'
disebut homomorfisme dari G ke G', jika dan hanya
jika untuk setiap a, b € G berlaku f(a 0 b) = f(a) * f(D).

a. Suatu homomorfisme dari G — G' yang injektif
disebut monomorfisme.

b. Suatu homomorfisme dari G— G' yang surjektif
disebut epimorfisme.

c. Suatu homomorfisme dari G — G' yang bijektif
disebut isomorfisme.

d. Suatuhomomorfisme dari G — G yaitu homorfisme
dalam grup itu sendiri di sebut endomorfisme.

e. Suatu endomorfisme yang bijektif disebut
automorfisme.

Jika pemetaan f: G—G' merupakan homomorfisme

maka

a. f(i) =1i', i elemen identitas dalam G dan i' adalah
elemen identitas dalam G'.

b. flx') = f(x)", untuk setiap x € G dan (f(x))" yaitu
invers dari f(x) dalam G'.

Jika f: G>G' merupakan homomorfisme dan G

merupakan grup komutatif maka G' merupakan grup

komutatif.

Misalkan (G,0) dan (G',*) adalah grup. Jika pemetaan

f: G>G' merupakan homomorfisme yang surjektif

maka N = {x € G|x =f' (i' ),i' € G'} adalah subgroup

normal dari G.
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12.4 Latihan Soal

1.

Misalkan G suatu grup dan N subgrup normal dari
G. Pemetaan f: G—G/N didefinisikan f(x) = Nx, untuk
setiap x € G. Tunjukkan bahwa f suatu homomorfisme
dari G onto G/N.

Misalkan (G,0) dan (G',*) adalah grup, sedangkan
pemetaan f: G—G' merupakan homomorfisme. Buktikan
bahwa himpunan semua peta (bayangan) anggota dari
G dalam G’ oleh homomorfisme f merupakan subgrup
dari G'.

Misalkan G adalah himpunan bilangan bulat dengan
operasi penjumlahan dan G' adalah himpunan bilangan
bulat selain nol dengan operasi perkalian. Pemetaan f:
G —G' didefinisikan oleh f(x) = 2%, untuk setiap x € G.
Tunjukkan bahwa f adalah homomorfisme.
Misalkan (G,0) dan (G',*) adalah grup. Pemetaan f:
G—G' adalah suatu homomorfisme, sedangkan H c G
sedemikian sehingga untuk setiap x € H berlaku f(x) =
i',i' adalah elemen identitas dalam G'. Buktikan bahwa
H adalah subgrup normal dari G.

G={a,b, ¢, ---}adalah himpunan vector dengan operasi
penjumlahan vector. G'= himpunan pasangan bilangan
real dengan operasi penjumlahan. Tunjukkan f: G—G'

merupakan homomorfisme.
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13. Isomorfisme

13.1 Pengertian Isomorfisme

Definisi 13.1

Homomorfisme f: G—G' disebut isomorfisme, jika fsekaligus

epimorfisme dan monomorfisme yaitu f suatu homorfisme

satu-satu dari G onto G'.

Definisi isomorfisme ini mengaitkan pemetaan yang lain,
yaitu epimorfisme dan monomorfisme. Apabila ditulis
lengkap sebagai berikut:

Misalkan G = {a, b, c,d, -} dan (G, 0) merupakan grup.
G'={a,b',c',d, -} dan (G,*) merupakan grup.

Isomorfisme antara (G,0) dan (G,*) adalah pemetaan satu
lawan satu.




178 | Petrus Fendiyanto

f:G — G', yang bersifat

VaeG — f(a)=a'
VhbeEG — f(b)=b'

Va,beG —>f(aob) =f(a)*f(b)
Dengan kata lain bahwa f:G — G' merupakan isomorfisme
jika
ae— a
b «—— b’
Maka (aob) «—> f(aob) = f(a) * f(b)

Grup G dan G’ dikatakan isomorph atau isomorfik, jika
ada isomorfisme antara ¢ dan G'. Selanjutnya notasi G ~ G’
“dibaca” G isomorfik dengan G'.

Teorema 13.1
Dalam suatu isomorfisme antara G dan G berlaku:

a. Jikaielemen identitas dari G, dani' elemen identitas
dari G' maka i berpasangan dengan i' dan “ditulis”
| —>1'

b. Jika a € G berpasangan dengan a' € G maka invers
dari a berpasangan dengan invers dari a', ditulis
14—

a!l «——» (a')?!
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Bukti:

a.

Akan di buktikanjikai € ¢ dani’ € G makai «— i’
Misalkan i berpasangan dengan sebarang x’ € G'.

Ambil a€ G dan a' € G' sehingga a berpasangan
dengana’ danioa =a

Skemanya sebagai berikut:

| «—» X'

a«— a

ioa «—» x'x a’, sebab pemetaan itu isomorfisme

a «— x'xa

Jadi a <«——>» a dana e—» x' * a’'. Karena
pemetaannya satu lawan satu, maka x’' *a’ = a’ atau
x' =i'. Jadi dalam isomorfisme | «— i’.

Akan dibuktikan jika a«— a’ maka a™! «—» (a')7?
Misalkan a~! berpasangan dengan sebarang y’ € G’
sedangkan a berpasangan dengan a’.

Dinyatakan dengan skema berikut:

a «—» a

al «—y'

aoa! «—>» a' x y’, sebab pemetaan itu isomorfisme
i «—» a' *y',sebabaoa™l=i

Menurut teorema (a) di atas i <«—>» i’, karena
pemetaannya satu lawan satu maka a'*y’ =i’ yang
berarti y' = (a’)™ 1.

Jadi dalam isomorfisme, jika a «— a'maka

ale—» (a)7L
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Contoh:

G = {0, 1, 2, 3} dengan operasi penjumlahan modulo 4 dan
G”"'={1,2,3,4} dengan operasi perkalian modulo 5. (G,+) dan
(G,x) masing-masing merupakan grup. Tabel-tabel berikut ini
adalah tabel operasi biner pada G dan G'.

Tabel (G, +,)

o123

0 1 2 3

1 2 3 0

2 3 0 1

W N = O

3 0 1 2

Tabel (G,Xs)

x| 1 2 ]3] 4

1 2 3 4

2 4 1 3

3 1 4 2

Y ICH B )

4 3 2 1

G dan G’ memiliki struktur yang sama meskipun tabel
Cayley kedua grup itu kelihatan tidak identik, (G, +,) dan
(G,xs5) tetap isomorfik. Coba sekarang membuat tabel
Cayley (G,x;5) dengan urutan anggota sebagai berikut:
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W B N e
N
w
[N
\©)

Ternyata tabel (G, +,) dan tabel (G,X5) dengan urutan 1, 2,
4, 3 adalah identik.

Untuk mengetahui apakah kedua grup (G,+,) dan (G,xs)
isomorfik atau tidak, jangan hanya melihat identik tidaknya
tabel Cayley.

Dari (G, +,) dapat diketahui

0 = invers dari 0

1 =invers dari 3

2 =invers dari 2

3 = invers dari 1

0 dan 2 mempunyai invers dirinya sendiri.

2 dan 3 saling invers.

Dari (G,x5) dapat diketahui
1 = invers dari 1
2 = invers dari 3

3 =invers dari 2
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4 = invers dari 4

1 dan 4 mempunyai invers dirinya sendiri

2 dan 3 saling invers

Untuk menentukan isomorfisme, caranya sebagai berikut:

Dibentuk pemetaan f:G — G’ dengan definisi sebagai
berikut.

f(0)=1 atau 0 «— 1
F(1) =2 1 «—> 2
f2) =4 2 —> 4
F3) =3 3 «—> 3

Periksalah bahwa utuk setiap x,y € G berlaku hubungan
f(x+y) =f(x) X f(y), misalkan:

fBG+2)=f1)=2

} Jadi f(3 +2) = £(3) X £(2)
FBRXf(2)=3x4=2

fA+3)=f0)=1
f()xfB)=2x3=1
Dibentuk lagi f: G = G’ dengan definisi berikut:

} Jadi f(1+3) = f(1) x f(3)

f(0)=1 atau 0 «— 1
f(1) =3 1 «—> 3
f(2) =4 2 —> 4
f(3) =2 3 €« 2
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Periksalah bahwa utuk setiap x,y € G berlaku hubungan
f(x+y) = f(x) X f(y), misalkan:

fC+3)=f1)=3 }

Jadi f(2 +3) = f(2) X f(3)
fRQ)xf(B)=4%x2=3
fA+3)=f0)=1
f()xfB)=3x2=1
Jadi G = {0,1, 2,3} suatu grup dengan operasi penjumlahan

modulo 4 dan G’ ={1,2,3,4} suatu grup dengan operasi
perkalian modulo 5 merupakan isomorfik atau “G = G'.

} Jadi f(1+3) = f(1) x f(3)

Contoh:
Misalkan G adalah himpunan semua bilangan real positif
dengan operasi perkalian, dan G' adalah himpunan semua
bilangan real dengan operasi penjumlahan.
Jawab:
a. Pemetaan f: G—G' didefinisikan oleh f(x) = log x, untuk
setiap x € G.
Ambil sebarang a, b € G maka f(a) = loga dan f(b) =log b
f(ab) = log ab = log a+log b.
Elemen identitas dalam G adalah 1 dan (1) =log 1 =
0, yaitu elemen identitas dalam G'.
Jadi, pemetaan f:b G—G' dengan f(x) = log x adalah

isomorfisme.
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Pemetaan f: G—G' dengan f(x)= 'log x yaitu fungsi
logaritma dengan dasar b > 0 dan b#0.

Misalkan m, danm,€G dana,a,€ G' dengan *log m, =a,
dan "log m, = a,, maka:

blog (m,* m,) = blog m, + blog m, = a +a,

Jadi f(m,x m,) = f(m, )+ f(m,).

Pemetaan f(x)="log x, dengan b > 0 dan b # 0 merupakan

isomorfisme.

Teorema 13.2

a.

Jika order dari generator suatu grup siklik G tak
berhingga, maka G isomorfik dengan G', grup aditif
(penjumlahan) dari semua bilangan bulat.

Jika generator suatu grup siklik G berorder n > 0
maka G isomorfik dengan G', grup aditif dari semua

bilangan modulo 7.

Pembuktian harap Anda kerjakan sebagai latihan.

13.2 Rangkuman

1. Homomorfisme f:G — G' disebut isomorfisme, jika f

sekaligus epimorfisme dan monomorfisme, yaitu f

suatu homorfisme satu-satu dari G onto G'.

Jadi G ={a,b,c,---} grup

G'={a,b',c',-} grup

Suatu isomorfimse antara (G,0) dan (G,*) adalah

pemetaan satu lawan satu yang mempertahankan atau

mengawetkan operasi.
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f:G - G', yang bersifat

VaeEG —» fla)=ad

vhbeG —> f(b) =D’

VabeG — f(aob) =a'*b’

Dalam suatu isomorfisme antara G dan G’ berlaku sifat:

a. Jika i elemen identitas dan i’ elemen identitas G’
maka f (i) =i’ atau
i «— |’

b. Jika a € G berpasangan dengan a’ € G’ maka invers
a berpasangan dengan invers a’ atau
fl@=a «—> f(a)=(a)"

Jika order dari generator suatu grup siklik G tak
berhingga maka G isomorfik dengan G', grup aditif dari
semua bilangan bulat.

Jika generator suatu grup siklik G berorder n > 0 maka
G isomorfik dengan G', grup aditif dari semua bilangan
modulo n.

13.3 Latihan Soal

1.

Buktikan bahwa grup siklik dengan order tak berhingga
isomorfik dengan grup semua bilangan bulat dengan
operasi penjumlahan.

Buktikan bahwa grup siklik berorder > 0 isomorfik dengan
grup aditif dari semua bilangan bulat modulo 7, yang
disebut juga kelas sisa modulo 7.

Misalkan G adalah grup siklik dengan generator a dan
n(G) = 7, B adalah grup semua bilangan bulat modulo 7
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dengan operasi penjumlahan modulo 7. Tunjukkan bahwa
G isomorfik dengan B.

Buatlah isomorfisme antara G = {1, i, -1, -i} dengan operasi
perkalian dan G'={I, R, R"? R’} dengan operasi rotasi
berpusat 0 dan sudut putar 90° dan operasi komposisi
transformasi.

Misalkan G = {---, -2, -1, 0, 1, 2, ---} dan (G, +) adalah grup.
G'={-,-3-2-101, 2 3, ---}dan (G',+) adalah grup.
Pemetaan f: G—G' dengan f(n) = 2n, n € G. Jelaskan apakah

pemetaan tersebut merupakan isomorfisme.
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14. Penyelesaian Latihan Soal

14.1 Penyelesaian Latihan Soal Bab 1

1. A=1{6,12,19,24,30,36,42,48}

1111
=333

2. P ={x|x =n?n € bilangan cacah dann < 5}

Q={x|x= %,n € bilangan asli dan n < 5}

3. A=, Karena tidak ada bilangan asli yang memenubhi
x24+1=0
B = @, Karena tidak ada bilangan prima antara 13 dan
16
C # ¢, Karena 0 bilangan cacah dan 0 < 1

4. a. {0} c{0,1}
b. @ € {0},
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Karena {@} adalah himpunan yang anggotanya @

c. {1,2} ¢ {1,3}, Karena 2 ¢ {1, 3}

d.1¢{}
Karena { } adalah himpunan yang tidak mempunyai
anggota

a. {6,12} c A
b. {4,6,8,12,14} c A

Himpunan bagian sejati dari A = {0, 1, 2} adalah
{0} {1} {2}
{0,1} {0, 2} {1,2}

24 = {0,{p}.{q}, {r}. (s}, {p. a3 (o, 7}, (0. s} {a. 7). {q, s},
{r.shiv.a. v} {p. 0,53, o7, sh{q,r.sh{p.q 1 s}}

Anggota dari A = {1,{2, 3}, @, p} adalah
o 1
¢ Himpunan yang beranggotakan 2 dan 3
e 0
e D

A= {O, o, {0, 1}}, bukan keluarga himpunan karena 0

bukan himpunan.

B = {(D,{O},{O, 1}}, keluarga himpunan karena setiap
anggotanya merupakan himpunan.

€ ={p,q,{p,q}}, bukan keluarga himpunan karena p
dan g bukan himpunan.
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10. Tabel yang menyatakan hubungan antara n(A) dan
n(2%), dengan n(A) = 0,1,2,3,--,N

A n(4) | n24

0 0 | 1=20

{1} 1 2=2!

{1,2} 2 4 =22

{1,2,3} 3 8=23
{1,2,3,---N} N 2N

14.2 Penyelesaian Latihan Soal Bab 2

1. JikanAcBmakaANnB=A (Teorema 2.2)
(ANB) =A'
A'UB =4’
Jadi B' c A’

2. A=1{1,2,3,4},B={3,4,56},dan C = {2,4,5,7)}.
a. BnC=1{4,5}danAu(BNnC)=1{1,2,3,4,5}
AUB=1{1,2,3,4,5,6}
AUC=1{1,23,4,5,7}
(AuB)n(Au(C)=1{1,2,3,4,5}
JadiAu(BNC)=((AUB)N(AUC)
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b. BUC=1{2,3,4,567 danANn (BUC) = {2,3,4}

ANB ={3,4}

ANnC ={24}
AnB)uAncC)=1{273,4}
JadiAn(BUC)=(ANB)UANC)

3. §={1,2,3--,9},A=1{1,3,5,7,8},dan B = {1, 2,3, 4}

a.

AuB={1,2,3,4,5,7,8}

(AUB) ={6,9}

A'=1{2,4,6,9} danB’' = {5,6,7,8,9}
A'NnB' ={6,9}

Jadi(AUB) =A'nB’

b. AnB=1{1,3}

(AnB) =1{2,4,5,6,7,8,9}

A" =1{2,4,6,9} dan B’ = {5,6,7,8,9}
A'UB' =1{2,4,5,6,7,8,9}
Jadi(ANB) =A' UB’

4. A={1,3,57,8}, B={1,23,4},danC ={1,2,5,9}

a.

A-B={5,78}
A-B-C=1{7,8}

b. B—C ={3,4}

An(B-C)={3}

5. AuC=BuCdanAnC=BnNnCmakad= B

Bukti:
A=AUANC) (Teorema 2.2)
=AU (BNC) (Ketentuan)

=(AuB)Nn(AUC(C) (Sifat distributif)
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A=((AUB)Nn(BUC) (Ketentuan)
=(BUA)N(BUC) (Sifat komutatif)
=BUANC) (Sifat distributif)
=BU(BNC) (Ketentuan)
=B (Teorema 2.2)

6. A—B)Uu(B—-A)=(AUB)—(ANB)
Bukti:
(A-B)u(B-A4)
=(ANnBHYuBNA)
(Teorema 2.3)
=((AnBYUB)N((ANB)UA")
(Sifat distributif)
=((AuB)N(B'UB))N((AUA) N (B'UA))
(Sifat distributif)

=(AuB)NS)n(Sn(B'U4))

(Sifat gabungan)
=(AUB)N(B'UA")

(Sifat irisan)
=(AuB)n(A"UB')

(Sifat komutatif)
=(AuB)Nn(AnB)

(Teorema 2.4)
=(AUB)—(ANB)

(Teorema 2.3)
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7. A={1,2}, B ={3,4,56},danC = {3,4,7}.

a.

BncC=1{3 4}

Ax(BNC) ={(1,3),(1,4),23),(24)}

AXB =
{(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6)}
AxC=1{(13),(1,4),(1,7),273), (2 4),2 7}
(AxB)n(AxC)={(1,3),(1,4),(23),(2,4)}
JadiAx (BNC)=(A%XB)n(AXC)

B—C = {5,6}

AXx (B—-C)={(1,5),(1,6),(2,5),(2,6)}
(AxB)—-(AxC)={(1,5),(1,6),(2,5),(2,6)}
JadiAX(B—C)=(AXxB)—(AXC)

8. (NA4)' =U 4;
i€ i€l

i.

I

Akan dibuktikan bahwa (N 4;)' cU A4;

i€l i€l

Ambil x € (N 4;) maka x ¢ N A4;

i€l i€l

xﬁAlnAznA3“'

x €A, atau x € A, atau x € A3 ---
x € A] atau x € A, atau x € A} -
X €A UA,UAZ U -

x € U A4;

i€l

Jadi (N A4;)" cU 4
iel iel
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ii. Akan dibuktikan bahwa U A4; c (N 4;)’

i€l i€l

Ambil y Gep Aj maka
i
y €A] UA; U Az
y € A] atau y € A, atau y € A5 -
y¢A; dan y¢ A, dan y ¢ A -
yEA NA,NA3N -
yeN 4
i€l

Yy € EQ Ap)'

Jadi U Ai c (N 4)’

i€l i€l

Dari (i) dan (ii) sehingga diperoleh (ﬂIAi)’ = U 4;
ie iel

193
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14.3 Penyelesaian Latihan Soal Bab 3

1.
f f
? 1\ a
2— L b
A B A B

Banyak pemetaan dari A ke B ada 8 buah. Coba tuliskan
pemetaan yang lain.

2. R adalah himpunan bilangan real, dan pemetaan
g: R = R didefinisikan oleh

_{(x*=1Jikax>1
9t) {x+2, Jikax <1

e g)=12-1=0

o g(-2)=-242=0

o g(5)=52-1=24

e g(-8)=-8+2=-6

Perhatikan g(1) = g(—2), maka pemetaan g tidak

injektif sehingga g bukan pemetaan bijektif. Tetapi

pemetaan g adalah surjektif, sebab untuk y € R

a. Jika y > 1 ada x € R sedemikian sehingga y = x% —
1, yaitu x = \/m

b. Jika y <1 ada x € R sedemikian sehingga y = x + 2,
yaitux =y — 2.

3. A adalah himpunan bilangan asli. Pemetaan f:4 — A
didefinisikan dengan f(x) = banyaknya angka pada
lambang bilangan x, ¥V x € A.
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f@ =1 f(32) =2
f(531) =3 £(108) =9
f(D)=1{6,7,8,9}

f adalah pemetaan surjektif dan bukan pemetaan
injektif (Tunjukanlah).

4. R adalah himpunan bilangan real. Pemetaan f:R — R
didefinisikan oleh f(x) =x2%Vx € R. Misalkan A =
{x| —-1<x<0,xeR}danB={x|0<x<1,x €R}.

a. f(A)=8B e. f(AnB) ={0}

. f(B)=B f. fAUB)={x|-1<x<1,x €R}

f1A)={0}g f~(AnB)={0}

. f7Y(B)=B h. fTY(AUB) =B

a n o

5. f:R — R didefinisikan oleh f(x) = 4x + 5, Vx € R.

e Pemetaan f adalah injektif, sebab Vx,y €R
sedemikian sehingga 4x+5=4y+5 sehingga
x=y.

e Pemetaan f adalah surjektif, sebab Yy € R ada
x € R sedemikian sehingga f(x) =y, yaitu 4x + 5 =

y sehingga x = i (y = 5).
Jadi pemetaan f adalah bijektif.

f(x) =4x+5
y=4x+5
4x =y —5
=lv—
x=5-5)

fle) =;(x—5),Vx€eR
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6. Banyak pemetaan surjektif dari A ke B ada 6 buah. Coba
tuliskan semua pemetaan surjektif tersebut.
7. Banyak pemetaan bijektif dari S ke S sebanyak 3! = 6.

Coba tuliskan semua pemetaan bijektif itu.

4
2
Tuliskan semua pemetaan injektif dari A ke B.

8. Banyak pemetaan injektif adalah 2 ( )= 12 buah.

14.4 Penyelesaian Latihan Soal Bab 4

1. f:R > R didefinisikan oleh f(x) =x?+3x+1 dan
g(x) = 2x — 3 untuk setiap x € R.
a. (fog)x) =f(gkx)

=f(2x —3)
= (2x—3)2+32x—3)+1
=4x%? —6x+1

b. (gof)x)=g(f(x)
=f(x?+3x+1)
=2(x*+3x+1)-3
=2x2+6x—1

c. (gog)x)=g(g(x))

=g(2x —3)
=202x—-3)-3
=4x -9

d. (fof)x)=f(f(x)
=f(x?+3x+1)
=(x?+3x+1)?+3(x*+3x+1)+1
=x*+6x3+11x2+6x+1
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2. f:R—> R dan g:R - R didefinisikan oleh f(x) = x? —
2|x| dan g(x) = x? + 1, untuk setiap x € R.
a. (fog)(=2)=f(9(-2)
=f((=2)*+1)
= f(5)
=52 — 2|5|
=15

b. (gofB) =g(f®)
= g((3)* - 2|3])
=9@3)
=3241
=10

c. (goN(=4) =g(f(-4)
= g((-4)? —-2| - 4]
= f(8)
=82+1
= 65

d. (fog)(5)=f(g9(5)
=f((5)?*+1)
= f(26)
= 267 — 2|26
= 624

3. f mempunyai pemetaan invers karena bijektif
(Tunjukanlah).

Misalkan f(x) = y = 3x — 1 sehingga x = § (y+1).
Jadi f~:R >R didefinisikan oleh f~!(x) = g(x +
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1),Vvx €R.
Misalkan g(x) = y = x® + 5 sehingga x = {/y — 5
Jadi g “:R-R didefinisikan oleh

g ' (x)=Vx—-5Vx€ER.
Pemetaan f:R — R didefinisikan oleh f(x) =3x+
4,Vx€R
a. f(x) =y =3x+4sehinggax = % (x—4)
Jadi f~%:R—> R didefinisikan oleh f~!(x) =
é(x —4),Vx ER.

b. (fof)(x)=f(f(x)
=f(Bx+4)
=3CBx+4)+4
=9x+12+4

(fofH(x)=9x+ 16

¢ (Tof M) =fTUTI)
=TG- 9)

(x—4) 4

Misalkan R adalah himpunan bilangan real, A = R — {3}
dan B = R — {1}. Pemetaan f:A — B didefinisikan oleh

fl) ==
e Ambil x,y € A sedemikian sehingga f(x) = f(y),
yaitu
x—2 y-—2

x—3 y-—3
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Dapat disimpulkan bahwa x = y. Jadi f pemetaan
injektif.
e Ambil t €B sedemikian sehingga % €A dan

f (%) = t.Jadi f pemetaan surjektif.

Jadi f pemetaan injektif sekaligus surjektif maka f
merupakan pemetaan bijektif.

f~1:B - A didefinisikan oleh f~1(x) = %,Vx € B.

14.5 Penyelesaian Latihan Soal Bab 5

1. H~K maka ada pemetaan f:H = K.
K~M maka ada pemetaan f: K — M.
Pemetaan f dan g merupakan pemetaan Dbijektif.
Tunjukanlah bahwa pemetaan komposisi go f:H - M
merupakan pemetaan bijektif pula.
Selanjutnya and adapat menyimpulkan bahwa H~M.

2. Bentuk suatu pemetaan f:A — B seperti pada gambar
berikut
A={12 3,4, 5-}

Wb

B=1{0,1,-1,2,—-2,}

Tuliskan rumus definisi dari pemetaan f:4 - B
tersebut, dan tunjukanlah bahwa f suatu pemetana
bijektif. Sehingga anda dapat menyimpulkan bahwa
A~B.

Karena A~B dan A ¢ B maka B suatu himpunan tak
berhingga.
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H U K suatu himpunan tak berhingga.

Menurut teorema 5.2, karena H suatu himpunan tak
berhingga dan H < (HUK) maka H UK merupakan
himpunan tak berhingga.

Untuk H N K, perhatikan conoth berikut ini.
H=1{0,1,23,}danK ={1,0,1 —1,—2,—3, -}
Tentukanlah H N K.

Misalkan K = {a;,a;,a3,*,a,} dan H c K sehingga
V a, € K maka aj, € H. Karena H suatu himpunan tak
berhingga dan a; € H maka H — {a;} suatu himpunan
tak berhingga pula (menurut teorema 5.4). Selanjutnya
H—{a;} —{a,} =H —{a;,a,} adalah himpunan tak
berhingga.

H —{ay,a,} —{as} = H —{ay,a,,a3} adalah himpunan
tak berhingga.

Lanjutkanlah, sehingga anda dapat menyimpulkan
bahwa H~K suatu himpunan tak berhingga.

Pandang himpunan H = {(a, 2b)|a, b € Bilangan asli}.
Karena P = {(a,b)|a,b € Bilangan asli} maka H c P.
Selanjutnya bentuklah suatu pemetaan f:P — P yang
didefinisikan ~ oleh  f((a,b)) = (a,2b), V (a,b) € P.
Tunjukanlah bahwa f suatu pemetaan bijektif. Sehingga
anda dapat menyimpulkan bahwa P suatu himpunan
tak berhingga.

HxK ={(h,k)|h € Hdank € K}
Bentuk suatu pemetaan f:H XK —->KXH yang
didefinisikan oleh f((h, k)) = (k,h),V (h,k) € H XK.

Anda tinggal memperlihatkan bahwa f suatu pemetaan
bijektif untuk memperoleh kesimpulan bahwa H X K~K X H.
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14.6 Penyelesaian Latihan Soal Bab 6

1. Himpunan G dengan operasi biner
a. G = Himpunan bilangan modulo 5 yang bukan nol
dengan operasi perkalian.

xs|1]2]3]4
1[1[2[3]4
2 (2413
3 (3142
4 [4]3[2]1
G =1{1,2,3,4)

(G,x5) grup komutatif

b. G={+,—4-2,02,4,-} dengan operasi
penjumlahan.
(G, +) adalah grup komutatif.

c. G={AB,C, D} dengan operasi perkalian matriks
dan

=G e )

e=( ) 2= 9
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x [A[B]C|D
AlA|[B|C|D
B B|A|D|C
cl|c|[p[Aa|B
D|D|[C|[B|A
G ={A,B,C,D}

(G,x) grup komutatif.

d. G = Himpunan bilangan modulo 4 yang bukan nol
dengan operasi perkalian bilangan modulo 4.

x| 1|23
1123
21202
3 321

e. G ={x| x = aVb,a bilangan bulat dan b bilangan asli}
dengan operasi penjumlahan.
(G, +) adalah grup komutatif.

f. G={f..f2f3 faf5 fe} dengan operasi komposisi
fungsi dan

i=x  Hp@®=;  fHE=1-x
RO =15 RO=25  f)="

x—1
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I
o | f1 | f2|fz | fa|fs | fe
ol A L | | || fe
fa| 2| A | fa|fs|fe|fs
un | fzs| | fe| || fall
fa | fa | s | 2] fo| fz| A
fs | fs | fa| fo| 2| i | [
fe | fo | i | s | i | 2| fa

Hasil komposisi fungsi dapat anda lihat pada tabel di
atas dengan I dikerjakan terlebih dahulu kemudian

dilanjutkan dengan II.
1 x

. f3(f4(x))=f3(1)— - == fi(®)

1-x  x-1
* H(R0) = ()= == AW

G
o flf) =fi(5) =— i r=x=f,(2)

o folf@)=fs () === A

X

. a€Gdana*xa=a

arxa=a
alsx(a*xa)=a?
(alxa)*a=1i

i*xa=1Ii

*a

a=1i
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3. Ambila,b €G
a*a=1idan b *b € G maka a * b € G sehingga (a * b) *
(axb)=1i
(axb)*(axb)=1i
(axb)*(axb)«b=1ix*b
(axb)+xax(b=*b)=0>b
(axb)xaxi=»b
(axb)xa=0»b
Dikalikan ruas kiri dan kanan dengan a dari kanan.
(axb)xaxa=bx*a
(axb)*xi=bx*a
axb=bxa
Jadi (G,*) grup komutatif.

14.7 Penyelesaian Latihan Soal Bab 7

1. Hasil kali anggota G = {1, 2, 3,4} disajikan dalam tabel
berikut.

xs|1[2[37]4
1|1[2[3]4
2 (2413
3 (31472
4 [ 4]3]2]1

Menurut teorema 7.1, S merupakan subgrup dari G jika
memenuhi sifat

a. Tertutup,Va.b € Smakaa*b €S

b. Va€S, terdapata ™t €S
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Oleh karena itu subgrup S dapat ditentukan dengan
melihat tabel di atas

a. Ambilah elemen identitas sebagai anggota S

b. Ambilah anggota G yang merupakan invers satu
dengan yang lain menjadi anggota S

c. Kemudian cek syarat tertutup

Apabila dipenuhi sifat tertutup berarti S subgrup.
Apabila tidak dipenuhi sifat tertutup berarti S bukan
subgrup dari G.

Untuk S ={1, 2,3}

e 1 elemen identitas G

e 2 dan 3 anggota G yang merupakan invers dari
anggota yang satu dengan yang lain.

e 3x3=4¢S (Tidak tertutup)

Jadi S = {1, 2, 3} bukan subgrup G
Untuk S = {1, 4}
e 1 elemen identitas G

e 4 anggota G yang merupakan invers dirinya sendiri.
e 4x4=1E¢€S (Sifat tertutup dipenuhi)

Jadi S = {1, 4} merupakan subgrup G

H dan S adalah subgrup dari G dibuktikan bahwa
(HS)™! = S~1H™1

i. Akan dibuktikan bahwa (HS)™ 1 c S~1H™!

Ambil y € (HS)™! maka y = (a * b)~! dengan a € H dan
beSs.
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y=(axb)'=b"1xa"l. Karena b lxaleS1H!
(mengapa?)

Jadi, jika y € (HS)™* makay € STtH™?

Ini berarti (HS) ! c S~1H™1

ii. Akan dibuktikan bahwa S"1H1 c (HS)™!

Ambil x € ST'H™! maka x = ¢! *d™! dengan ¢ € S dan
deEH

x=ctxdt=(dxc)?

Karena d€H dan c€S maka (d*c)"'e (HS)?!
sehingga x € (HS)™1.

Jadi, jika x € ST*H™! maka x € (HS)™!

Ini berarti ST*H™! < (HS)™ L.

Dari (i) dan (ii) sehingga diperoleh bahwa (HS)™! =
ST,

Untuk menunjukan bahwa S subgrup dari G, maka
tunjukkan bahwa

e Stertutup terhadap operasi “*”
e Setiap elemen S mempunyai invers

Ambil b,c € S maka dipenuhi bahwa b *a = a * b dan
cxa=ax*c. Sekarang perhatikan (b*c)*a=0>b*
(c * a) sifat asosiatif dalam G.

(bxc)*xa=b=x*(c*a)
(bxc)*a=bx*(axc) (c€S)
= (b*xa)*c (Sifat asosiatif dalam G)
=(a*b)xc (b€EYS)
=ax(bx*c) (Sifatasosiatif dalam G)
Jadi (b*c)*a=ax* (b*c)
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terhadap operasi
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(b*c)€S. Sehingga S tertutup

“_r
*

Ambil b € S berarti b € G dan karena G suatu grup
maka ada b™! € G.

bxa=axbh
b=Yx(bxa)=b"1x(axb)
(b7 t«b)yxa=("1*xa)*b

i*a=(b"1xa)*b

a=((b"1*xa)xb

axb™t=((b"t*xa)*b)*xb!

axb™t=((B"1txa)x(bxb1)

axb™l=(b"1xa)=*i

axbl=b"1xq

Hal ini menunjukkan bahwa b~'€S. Jadi setiap

elemen S mempunyai invers dalam S.

Terbukti bahwa S merupakan subgrup dari G.

14.8 Penyelesaian Latihan Soal Bab 8

1. Permutasi berikut menjadi notasi siklis

(
b (

1 2
2 1

1 2
4 2

3

3
3
5

4
5

4
3

)=
5 6
6 1

1 24 5

)=(14356)
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2. Permutasi berikut menjadi notasi 2 baris

a. 1 3 G 2 6)=(§

b (134 2 5=(

1 2
3 5

2
6

3
4

3. Hasil kali permutasi dan inversnya

p=~1
(5
(2

= (1
pt=Q1

a.

3

3
4

3
4

2)@3
2)33

2 3
1 4

B RN WN N NN N
Ul W w 1w

wWw ww N
L A N S

4)(1 2 4)

DG 4
)
4)

4), karena
DG T3

53 2 5

: DG s

4
42)

5
2)

4), karena
DG s 3

)

—_

3
4

4
2

4 5 6
1 2 5

)

)



NN RN

ww ww N

L A N S
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4), karena
)G 5310

)

4. G ={i,a,b,c}dengan
i =MEBM®

a=(1 2 3 4)
b=(1 32 4
c=(1 4 3 2)

Perhatikan tabel di bawah ini

* i |la|b]|c
i i |la|b|c
a|a|b|c|i
b |b|c|i]|a
c |c|i|lalb

Dari tabel dapat diketahui bahwa

a.

b
C.
d

Tertutup
Asosiatif

Mempunyai identitas i

—1

i =i

. Setiap elemen G mempunyai invers

b~1=b

al=cRMc1=q

209
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e. Berlaku sifat komutatif (simetri terhadap diagonal
utama)

Jadi G merupakan grup komutatif.

5. Perhatikan tabel di bawah ini.

* I | R (R | RR| X |Y | A | B
I | I | R |RE|RP| X | Y | A |B
R | R | R? | R® | I A | B |Y | X
R* | R? | R® | I R|Y | X | B | A
R |R3| 1 |R |R*|B | A | X |Y
X | X |B|Y | A |1 |R*|R|R
Y |Y | A | X | B |R| I | R |R?
A | A | X | B |Y | R |R| I |R?
B | B |Y | A | X |RP|R |R| I

Berdasarkan tabel di atas dapat diketahui bahwa

a. Tertutup
Asosiatif

b.
c. Identitas
d.

Setiap elemen mempunyai invers

It=1
R™1=R?

(RZ)—l — RZ
(R =R

X1=x
yl=vy
Al=4
Bl=8B

Jadi (G,*) merupakan grup.
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14.9 Penyelesaian Latihan Soal Bab 9

1. Akar dari z® = 1, dengan z; = Cis k3—”
Z4 =Cis§=%+%i\/§
Zy =Cisz?n= —%+%i\/§

z3 =Cism = —
. Am 1 1
z, =Cis—=—=-—=iVv3
3 2 2
. 5w 1 1.,
ze =Cis—==—=iv3
5 3 2 2

zg=Cis2n =1

G ={21,2;,23,24,75,Z¢ = 1}

X Zy | Zy | Z3 | Z4 | Z5 | Zg

Zq Zy Z3 Zy Zsg Zg Al

Zy | Z3 | Zy | Z5 | Zg | Z1 | 22

Z3 Zy Zs Zg Z1 Zy Z3

Zy | Zg | Zg | Z1 | 22 | Z3 | Z4

Zs5 | Zg | Z1 | Z | Z3 | Z4 | Zg

Ze | Z1 | Z3 | Z3 | Z4 | Z5 | Zg

(G,x) merupakan grup siklik dengan generator z;.

2. G grup siklik dengan generator a berorder n >0
sehingga a™ = i dan i elemen identitas G.
S subgrup dari G berarti S € G dan S grup.
Jadii = a™ € S.
Generator Sadalah a™ berarti ada (a™)* € S
Sehingga (a™)* = i dan S berorder k
at=a™ =i€eS
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3. G suatu grup siklik dengan order n dan a* € G dengan
0<t<n
i. Akan dibuktikan jika a' generator G maka

nt)=1

a’ generator G sehingga setiap anggota G merupakan
perpangkatan dari a*
a € G berarti ada bilangan bulat p sehingga a = (a®)P.
Kalikan kedua ruas dengan a™! dari kanan.

a=at?
a-al=q? g1
i =qtP1

G grup siklik berorder n berarti a" = i

Jadi tp — 1 kelipatan n.

Misalkan tp — 1 = kn, dengan k bilangan bulat
—kn+tp=1

(k)n+tp=1

Menurut teorema dalam teori bilangan, jika (—k) dan p
bilangan bulat sehingga (—k)n +tp = 1, maka (n,t) =
1.

ii. Akan dibuktikan jika (n,t) = 1 maka a' generator
G

G berorder n maka G = {a,a?a3,-,a" = i}
(n,t) = 1 berarti ada bilangan bulat p dan q
Sehinggapn + qt = 1 atauqt = 1 — pn.
(a7 = ats

= ql-pn

=q-aPn

=a(a™)?

=a- ()77

=a-i

=a
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Ini berarti ada a € G yang dihasilkan oleh perpangkatan
a‘. Oleh karena G = {a.,a? a3 ,a" = i} maka setiap
anggota G dapat dihasilkan dari a®. Jadi a* generator G.

G ={21,25,23,24,75,Z¢ = i}

a. Subgrup dari G adalah S = {z3,2¢} dengan z; = —1
danzg =1
Generator S adalah z; = (z;)3.

b. Anggota G yang dapat menjadi generator G adalah
z, dan zg5 sebab (1,6) = 1 dan (5,6) = 1.

Misalkan G adalah grup siklik dengan generator a.

i. Akan dibuktikan G grup tak berhingga maka
ak=a' sk=t

G grup tak berhingga jadi a® = i

Misalkan a = a® maka k = t atau k > t

ak -at=at-a”

-t

t
a¥t=at -a
ak"t =i, dengank > tatauk —t >0

Hal ini tidak mungkin karena G tak berhingga. Jadi,
k—t=0atauk =t

ii. Akan dibuktikan a* = a' = k = t maka G grup tak
berhingga

a¥ =a® > k=t, ini berarti perpangkatan dari a

semuanya berlainan.

Jadi G grup tak berhingga.
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14.10 Penyelesaian Latihan Soal Bab 10

1. G suatu grup dan S merupakan subgrup dari G, dan
a,b € G.
i. a € Sb maka Sa = Sb
a €Sh
ab-teShbbp!
ab™ € Si
abtes
Menurut teorema 10.2
Sab ' =S
Sab™'b = Sb
Sa =5b

ii. Sa = Sb makaa € Sb

Sa =Sb

Sab™' = Shb~?!

Sab™! = Si
Sab™1=S5

Menurut teorema 10.2
ab ™l esS

ab™'b € Sb

ai € Sb

a €Sh

Dari (i) dan (ii) sehingga diperoleh a € Sb jika dan
hanya jika Sa = Sb.

2. Untuk menunjukan bahwa relasi kongruensi modulo H
merupakan relasi ekuivalensi harus ditunjukkan bahwa
relasi tersebut bersifat refleksif, simetris, dan transitif.
Untuk setiap a maka a = a(mod H), sebabaxa 1 =i €
H
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a = b(mod H), ini berartia = b™! € H.

Karena H suatu subgrup maka (a * b™%) € H

Sehingga (b)) '+a ' €e Hataub*a ' €H

Jadi b = a(mod H)

Hal ini menunjukan bahwa jika a = b(mod H) maka
b = a(mod H)

a = b(mod H) berartiaxb™t € H

b = c(mod H) berartib*xc™* € H

Jika (a*b™ )€ H dan (b*c ') € H maka (a*b~1)x*
(bxc ) EH

(axb™VDxb*xc D) =axb1xb)*c

=a*i*c“1

=ax*ct
Jadia * ¢~ € H berarti a = c(mod H)
Hal ini menunjukkan bahwa jika a = b(mod H) dan

b = c(mod H) maka a = c(mod H).

Ambil hy, h, € H.

Karena H suatu subgrup maka (h; * h,) € H

Misalkan hy * h, = h

Ambil (a*h;*a ') €H dan (axh,*a™ ') € H maka
(a*hyxa 1) (a*hy,*xa™t) € H, sehingga
(axhyxa™)*(@axhy*a™)=(axhy)*(@'*a)=

(hy *a™h)

=(axh)*ix(hyxa™?)
= (axhy)* (hy*xa™)
=ax*(hy*hy)*a™?
=axhxa™?!
Ini berarti (a * h xa™') € aHa™?, sehingga sifat tertutup
dalam aHa™?* dipenuhi.
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Misalkan h € H makah™' € Hdana*h*a™' € aHa™!
(@axh*a D) T=alshlx(@D?
=alxhlxqg
Sehingga (a*hxa )"t e€aHa™!, sehingga setiap
elemen dalam aHa™* mempunyai invers.
Jadi aHa™! merupakan subgrup dari G.

4. G ={a,a? a3 a* a®aba’,a® a’ a'® =i}
S ={a?a* a® a8 al® =i}
Ada dua koset kanan dari S dalam G yaitu

5

{a,a3,a® a’,a’} dan S sendiri

5. Si=S.Jikaa=imakaSa=SidanSanSi=0
Karena i € Si maka i € Sa.
Jadi Sa bukan subgrup dari G, karena tidak memuat
elemen identitas i.

14.11 Penyelesaian Latihan Soal Bab 11

1. G/N adalah himpunan semua koset kanan N dalam G,
dan harus dibuktikan bahwa G/N terhadap operasi
perkalian himpunan merupakan suatu grup.

e Ambil X,Y € G/N akan ditunjukkan bahwa XY €

G/N.
Misalkan X = NadanY = Nb,Va,b € G
XY = Na = Nb
= NNa*b
= N(a * b) (Koset kanan N dalam G)

Ini berarti XY € G/N, yaitu hasil kali dua koset
kanan N dalam G adalah koset kanan N dalam G.
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e Ambil X,Y,Z€ G/N akan ditunjukkan bahwa

XY)Z =X(YZ)
Misalkan X = Na,Y = Nb,danZ = Nc, Va,b,c € G
(XY)Z = (Na * Nb) * Nc

= N(a*b) *xNc

= N((a*b) *c)

=N(ax (b *c))

=Nax*N(b+*c)

= Na * (Nb x Nc)

=X(Y2)

Ini berarti sifat asosiatif perkalian dalam G/N
dipenuhi.

e u € (GmakaNu=N€eG/N.
Ambil X e G/Ndan X = Nauntuk a € G
XN =Na*Nu=N(a*u)=Na=X
NX=NuxNa=N(ux*a)=Na=X
Ini berarti N adalah elemen identitas terhadap
perkalian dalam G/N.

e Ambil X € G/N dan X = Na, untuk a € G terdapat
a~! € G maka Na! € G/N.
Na*Na'=N(a*a')=Nu=N
Na'+Na=N(@a'*a)=Nu=N
Karena N adalah elemen identitas dalam G/N dan
Na~! merupakan invers dari Na.

X = Na adalah sebarang elemen dalam G/N maka
setiap elemen dalam G/N mempunyai invers
dalam G/N pula.

Sehingga dapat disimpulkan bahwa G/N terhadap
perkalian himpunan merupakan suatu grup.
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I;(N) = 2 berarti banyaknya koset kanan N dalam G
ada 2, misalkan N dan Na dengan a € G.

Jika kita mempertimbangkan koset kirinya I;(N) = 2
berarti banyak koset kiri dalam N ada 2 pula, misalnya
N dan bN dengan b € G.

Maka Na = bN, untuk a,b € G.

a € Na dan Na = bN maka a € bN sehinggaa € aN ........ @)
b € bN dan Na = bN maka b € Na sehingga b € Nb ....... (ii)

Dari (i) dan (ii) sehingga diperoleh Na = aN.
Jadi N adalah subgrup normal dari G.

Ambila € NN H makaa € Ndana € H.
Ambil g € G dan a € N, karena N subgrup normal dari

Gmaka (g *a* g™1) E N,

Ambil g € G dan a € H, karena H subgrup normal dari

Gmaka (g *a* g ™) € Huvoooeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e, i

Dari (i) dan (ii) sehingga diperoleh bahwa (g *a *
g HeWNH), untuka E NNH.
Jadi N n H merupakan subgrup normal dari G.

Pertama harus menunjukkan bahwa N suatu subgrup
dari G.
Ambil dua elemen sebaran dalam N, misalnya

((1) 11)) dan ((1) (1]), dengan p, q € bilangan real.

((1) 219) ((1) z) = ((1) p 1_ q)’ karena p € bilangan real

dan q € bilangan real maka p +q € bilangan real

sehingga (é p 1_ q) EN.

(belum lengkap)
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5. Untuk menentukan subgrup normal dan grup factor
G ={i,ab,cdef,g} dapat ditentukan

G/N dari

dengan melihat tabel berikut.

“o" |i |a|b|c|d]|e g
i i |la|b|c|d]e g
a |(a|b|c|i|g]|f e
b |b|c|i|al]|e g | f
c cli|la|b|f|lg]|e
d |[d|f |e i a |c
e elgl|d|f|b|i|c]|a

f|e clal|i|b
g |g|d elal|c|b|i

Subgrup dari G adalah {i,a,b,c},{i,d}, {i,e},{i,f}, dan

{t.g}

Ambil subgrup S = {i,a, b, c}

Menurut teorema, jika x € S maka xS = Sx = S sehingga

iS=Si

bS = Sb

Ambily e Gdany ¢ S

dS = {di,da,db,dc} = {d, f, e, g}
eS = {ei,ea,eb,ec} ={e,g,d, f}
fS={fi.fa,fb fc}={f e g d}

aS = Sa

¢S = Sc

gS =1{gi,ga, gb,gc} ={g.,d,f, e}

Sd ={id,ad, bd,cd} ={d, f,e, g}
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Se = {ie,ae, be,ce} ={e, f,d, g}
Sf ={if,af,bf,cf} ={f.d, g, €}

Sg =1ig,ag,bg,cg} ={g,e f,d}

Jadi

a. S={i,ab,c} merupakan subgrup normal dari G
dan dinyatakan dengan N.

b. Grup factor G/N = [{i,a,b,c},{d, e, f, g}]

Catatan:

e G={i,abcdef,g} di atas disebut grup permutasi
oktik.

e G sesuai dengan {I,R,R%R3X,Y,M;,M,}, vyaitu
himpunan transformasi dari persegi dan (G,x) sesuai
dengan grup simteri dari persegi ABCD.

14.12 Penyelesaian Latihan Soal Bab 12

1. f:G - G/N didefinisikan oleh f(x) = Nx, untuk x € G
Ambil x,y € G maka f(x) = Nx dan f(y) = Ny.
f(xy) = Nxy
= NNxy (Karena N subgrup normal dari G)
= Nx Ny  (Sifat komutatif)
=f(x) f)
Jadi f suatu homomorfisme.
Ambil T € G/N dan misalkan T = Nt, untuk t € G maka
T =Nt = f(t).
Ini berarti bahwa setiap elemen dari G/N merupakan
peta elemen dari G oleh homomorfisme f.
Jadi f suatu homomorfisme dari G onto G/N.



Struktur Aljabar 1 | 221

2. Misalkan f:(G,0) — (G',*) suatu homomorfisme dan H
adalah himpunan semua peta elemendari G dalam G’
oleh homomorfisme f atau H={x € G'| x = f(a),Va €
G} makaH c G'.

Untuk membuktikan bahwa H subgrup dari G,

ditunjukan bahwa (H,*) suatu grup.

H bukan himpunan kosong, sebab untuk i € G maka

F()=i€H.

a.

Ambil x,y € H maka a,b € G sedemikian sehingga
f(a) =xdan f(b) =y.
(aob) € Gmaka f(aob) EH
f suatu homomorfisme maka
flaob) = f(a)*f(b)
=xx*xy
Karena f(a o b) € H maka (x *y) € H.
Ini berarti H tertutup terhadap operasi “*” atau

“o

operasi “*” merupakan operasi biner dalam H.

G' suatu grup sehingga operasi “*” dalam G’
bersifat asosiatif. Karena H ¢ G' maka operasi “*”
dalam H bersifat asosiatif pula.

Ambil x € H maka ada a € G sehingga f(a) = x,
karena f suatu homomorfisme maka

flaoi) = f(a)*f(D) dan f(ioa) = f(i)*
f(@)

fl@) = f(a) i’ fla) =i"*f(a)
x=xxi x=1i*x

Jadi x #i" = i' * x = x, untuk setiap x € H. Ini berarti
elemen identitas dalam H adalah i’, yaitu elemen
identitas dalam G'.
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. Menurut teorema 12.1, jika a € G maka f(a™') =

f@™

Karena f adalah homomorfisme maka untuk a € G
berlaku

flaoa™) = f(a)*f(a™)

f@=f@=*fl@*

i'=f(a)*f(a)™*

dan

f@toa)=f(a™)*f(a)

f@ =f@*=f(a)

i'=f(@)™'*f(a)

Jadi f(a) * f(@)™' = f(@)™' = f(a) =1

Ini berarti f(a)~! adalah invers dari f(a) dalam H.

Dari (a), (b), (c), dan (d) disimpulkan bahwa H suatu
grup.

Karena H © G’ dan G’ suatu grup maka H subgrup dari

Misalkan f adalah pemetaan dari G ke G' dengan
f(x) =2%,Vx€QG.

Ambil a,b € G maka f(a) = 2% dan f(b) = 2°
fla+b)=2%P=2%-2"=f(a)-f(b)

Jadi f suatu homomorfisme.

Ikutilah petunjuk (langkah-langkah) berikut ini.

Tunjukankan bahwa H bukan himpunan kosong,
gunakani € G.

b. Tunjukan bahwa untuk setiap elemen H

mempunyai invers dalam H. Perhatikan bahwa
fla) =fl@?*=@0"=i,va€eH.
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“o _ 7

c. Tunjukan sifat tertutup H terhadap operasi “o
dengan homomorfisme f.

Dari (a), (b), (c) dapat dismpulkan bahwa H adalah
subgrup dari G.

d. Tunjukkan H subgrup normal dari G dengan
mengambil sebarang a € H dan g € H sehingga
goaog leH.

G ={ab,c,} dan G' ={(as, by), (az, by), -}

A

»

Q|
+
S|
S|
o
N

— a
a 2

v

a,

Penjumlahan pasangan berurutan (aq,a,) + (by,by) =
(ay + by, a; + by)

Pemetaan f: G - G’

f(@) = (ay,az)

f(b) = (by,b2)
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f(a+ b)=(ay + by, a; + by)
= (ay,a3) + (by, by)
=f(@ + f(b)

Jadi f: G = G' merupakan homomorfisme

14.13 Penyelesaian Latihan Soal Bab 13

1.

G={,a%a%a’=1ia,4a? -} suatu grup siklik
B={-+,-2,-1,0,1,2,--} suatu grup bilangan bulat
dengan operasi penjumlahan.

Dibentuk pemetaan f:B — G yang didefinisikan oleh
f(x) =a*,Vx€eG

Tunjukan bahwa f suatu homomorfisme satu-satu dan
onto, berarti f suatu isomorfisme.

G ={a,a? a3 ,a" =i}
a generator berorder n > 0 dari G.

Dengan demikian ada n buah perpangkatan yang
berlainan dalam G.

G'={0,1,2,3,---,n—1} dan n buah bilangan moduler
atau kelas yang berlainan.

Bilangan modulo x disingkat x atau K,

G' dapat ditulis ¢’ = {0,1,2,--,n — 1}

Buatlah pemetaan f: G = G’ dengan f(a*) =X

Va*€eaG, f(a*)=Xx

vVaY€G, f(a¥) =y



Struktur Aljabar 1 | 225

Sehingga

f@*-a”) = f(a*™)
=x+y
=x+Yy
= f(a*) +f(a”)

Pemetaan satu lawan satu f adalah isomorfisme. Jadi G
dan G’ isomorfik.

G ={a,a? a a* a®

,a% a” = i} suatu grup siklik.

B ={1,2,3,4,5,6,0} suatu grup bilangan bulat modulo 7
dengan operasi penjumlahan modulo 7.

Buatlah tabel operasi tiap grup dan selanjutnya dibentuk
pemetaan f:B — G yang didefinisikan oleh f(x) = a¥,
untuk 0 < x <7 danx € B.

Tunjukanlah bahwa f suatu homomorfisme.

Selanjutnya ditunjukan bahwa pemetaan f satu-satu dan

onto sehingga f suatu isomorfisme.

G = {1,i,—1, —i} dengan elemen identitas].
G' = {I, R, R? R3} dengan elemen identitas I.
Dalam (G,x), —1 invers dengan dirinya sendiri.
i dan —i saling invers.
Dalam (G', 0), R? invers dengan dirinya sendiri.
R dan R? saling invers
Jadi isomorfisme antara G dan G’ adalah f:G - G/,

dengan

a. f()=1
f@ =R
f(=1) =R?

f(=i) =R?
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b. f(1)=1
f@=r?
f(=1) =R?
f(=) =R
5. Pemetaan f:G — G' dengan f(n) = 2n,Vn € G
Vx€EG,f(x)=2x
Vyea, f(y) =2y

Sehingga

fx+y)=2(x+y)
=2x+ 2y
=f)+ 1)

Jadi pemetaan f:G — G’ dengan f(n) =2n adalah
isomorfisme.
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