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KATA PENGANTAR

Puji syukur atas kehadirat Allah SWT karena atas limpahan Rahmat dan Hidayah-Nya

penyusun dapat menyelesaikan bahan ajar untuk mata kuliah Matematika Rekayasa.

Bahan ajar ini dimaksudkan sebagai pegangan bagi mahasiswa yang mengikuti mata
kuliah Matematika Rekayasa pada Program Studi Teknik Lingkungan Fakultas
Teknik Universitas Mulawarman. Pada praktikum ini mahasiswa diharapkan dapat
memahami penyusunan masalah fenomena fisik, kimia dan biologi ke dalam bahasa
matematia melalui persamaan aljabar dan persamaan diferensial, serta
menginterpretasikan kedalam model matematika. Modul praktikum ini berisi materi
pokok bahasan: a) Interpolasi; b) Diferensial Numerik I; ¢) Akar-Akar Persamaan; d)

Analisis Regresi; e) Neraca Massa.

Dalam penyusunan modul praktikum ini, penyusun menyampaikan terima kasih yang
sebanyak-banyaknya kepada:
1. Bapak Ir. M. Dahlan Balfas, S.T, M.T. selaku Dekan Fakultas Teknik
Uiversitas Mulawarman
2. Bapak Prof. Dr. Ir. Tamrin S.T., M.T. selaku Wakil Dekan Bidang Akademik,
Kemahasiswaan dan Alumni Fakultas Teknik
3. Bapak Ir. Fahrizal Adnan, S.T., M.Sc., selaku Koordinator Program Studi
Teknik Lingkungan
4. Bapak/Ibu Dosen Program Studi S1 Teknik Lingkungan

Penyusunan bahan ajar ini telah diusahakan semaksimal mungkin, namun
sebagaimana manusia biasa tentunya masih terdapat kekurangan atau kesalahan.
Untuk itu, penyusun mengharapkan kritik dan saran yang membangun untuk

penyusunan bahan ajar berikutnya. Semoga bahan ajar ini dapat memberikan manfaat.
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V Deskripsi Singkat:
Mata kuliah matematika rekayasa memberikan pemahaman kepada mahasiswa dalam
penyusunan masalah fenomena fisik, kimia dan biologi kedalam bahasa matematia mel
alui persamaan aljabar dan persamaan diferensial dan menginterpretasikan kedalam m
odel matematika.
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Capaian Pembelajaran Mata Kuliah:
Setelah mengikuti mata kuliah ini diharapkan mahasiswa dapat menyelesaikan masalah dari fenom
ena fisik, kimia dan biologi dalam model matematika.
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Matematika Rekayasa

» Berbagai permasalahan dalam bidang ilmu pengetahuan dan teknologi dapat di
gambarkan dalam bentuk persamaan matematik.
» Jika persamaan sederhana, penyelesaian dapat dilakukan secara analitis

» Jika persamaan rumit, maka penyelesaian dilakukan secara numeris. Hasil dari p
enyelesaian numeris merupakan nilai pendekatan dri penyelesaian analitis atau
eksak.

»  Memiliki nilai kesalahan dan nilai harus cukup kecil terhadap tingkat kesalahan
yang ditetapkan.

» Terdapat beberapa bentuk proses hitungan atau algoritma untuk menyelesaika
n suatu persamaan matematis.

Program Studi Teknik Lingkungan Fak
ez ultas Teknik Universitas Mulawarman




Kesalahan/Error

Terdapat kesalahan dalam penyelesaian persamaan matematis
terdapat 3 jenis kesalahan: bawaan, pemotongan, dan pembulatan
Kesalahan bawaan adalah kesalahan nilai data.

Kesalahan pemotongan adalah tidak dilakukannya penyelesaian persamaan mat
ematis dengan benar (Deret Taylor)

Kesalahan pembulatan, kesalahan dalam pembulatan angka.

Kesalahan Absolut dan Relatif

Hubungan nilai eksak, nilai perkiraan dan kesalahan dapat diberikan dalam
bentuk:

p=pxtE
p = nilai eksak
DX = nilai perkiraan
Ee = kesalahan terhadap nilai eksak

Besaran tingkat kesalahan dapat dinyatakan dalam bentuk:
E
£e =5 x100%

Kesalahan terhadap beberapa perkiraan:
ot -pk
€a = n+1

Py
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Matematika Rekayasa
Semester Ganjil 2021/2022

INTERPOLASI

Ika Meicahayanti, S.T., M.T.

INTERPOLASI

Mencari suatu nilai yang berada di
antara beberapa titik data yang telah
diketahui nilainya.

Nilai tersebut dapat diketahui dengan
membuat suatu fungsi atau
persamaan yang melalui titik data
terlebih dahulu.

Setelah persamaan atau fungsi, maka
bisa dihitung nilai fungsi yang berada
di antara titik—titik data.

Berbeda dengan regresi.
Regresi hanya menunjukkan trend

interpolasi menghubungkan titik—
titiknya.

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
FAKULTAS TEKNIK UNIVERSITAS
MULAWARMAN
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METODE INTERPOLASI

Interpolasi polinomial merupakan metode interpolasi yang
banyak digunakan

Persamaan polinomial adalah persamaan aljabar yang
mengandung jumlah dari variabel x berpangkat bilangan bulat
(integer). Bentuk umum persamaan polinomial adalah:
f ) =ag+ax+ax®+...+ ax"
dimana: ay, aq, ay, ..., a, adalah parameter yang akan dicari
berdasarkan titik data.

n adalah derajat order dari persamaan polinomial

x adalah variabel bebas

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
FAKULTAS TEKNIK UNIVERSITAS
MULAWARMAN

METODE INTERPOLASI

Interpolasi:
order satu (interpolasi linier)
n=1 pada n+1 titik data

hanya ada 1 garis lurus yang
menghubungkan 2 titik

order dua
n=2 pada n+1 titik data

terdapat 3 titik yang dapat
dihubungkan oleh fungsi parabola

order 3
n=3 pada n+1 titik data

terdapat 4 titik yang dapat
dihubungkan oleh fungsi parabola

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
FAKULTAS TEKNIK UNIVERSITAS
MULAWARMAN
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METODE INTERPOLASI

Di dalam operasi interpolasi, ditentukan suatu persamaan
polinomial order n yang melalui n+1titik data, yang kemudian
digunakan untuk menentukan suatu nilai di antara titik data
tersebut.

Jumlah order menentukan ketelitian perhitungan

Interpolasi polinomial dengan derajat lebih besar akan
memiliki hasil lebih baik.

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
FAKULTAS TEKNIK UNIVERSITAS
MULAWARMAN

INTERPOLASI LINIER

Mempunyai bentuk sederhana dan mudah dipahami
Polinomial berderajat satu

Hasil kurang teliti

Menghubungkan 2 buah titik data dengan garis lurus

Diketahui nilai suatu fungsi di titik x, dan x;, yaitu f(x,) dan
f(x;). Dengan metode interpolasi linier akan dicari nilai fungsi
di titik x, yaitu f1(x). Index 1 pada f;(x) menunjukkan bahwa
interpolasi dilakukan dengan interpolasi polinomial order 1.

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
FAKULTAS TEKNIK UNIVERSITAS
MULAWARMAN
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INTERPOLASI LINIER

Dari 2 segitiga ABC dan ADE seperti tampak

Persamaan 2 merupakan persamaan interpolasi
linier yang merupakan bentuk interpolasi
polinomial order 1.

w merupakan kemiringan garis yang
X1—Xo

menghubungkan 2 titik

Semakin kecil interval antara titik data, hasil
perkiraan akan semakin baik.

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
FAKULTAS TEKNIK UNIVERSITAS
MULAWARMAN

CONTOH 1

Dicari nilai In 2 dengan metode interpolasi linier berdasarkan data In
1=0 dan In 6=1,7917595. Hitung juga nilai tersebut berdasarkan data
In'1 dan In 4= 1,3862944. Untuk membandingkan hasil yang diperoleh,
diktehui nilai eksak dari In 2=0,69314718

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
FAKULTAS TEKNIK UNIVERSITAS
MULAWARMAN
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PENYELESAIAN CONTOH 1

Dengan menggunakan persamaan 2, dihitung dengan interpolasi linier
In pada x=2, berdarkan nilai In di xo=1 dan x;=6.

£1(2) = 0+ 22255705 _ 1y = 0,35835190
Besar kesalahan adalah:

B, = e x100% = 48,3%
Apabila digunakan interval yang lebih kecil, yaitu nilai xy=1 dan x;=4,
INELER

1,3862944—0

f1(2) = 0+=——=—(2 - 1) = 0,46209813

Besar kesalahan adalah:

__0,69314718-0,46209813

E,= 00814718 x100% = 33,3%

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
FAKULTAS TEKNIK UNIVERSITAS
MULAWARMAN

PENYELESAIAN CONTOH 1

Dari perhitungan terlihat bahwa dengan menggunakan interval
yang lebih kecil diperoleh hasil yang lebih baik (kesalahan
lebih kecil).

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
FAKULTAS TEKNIK UNIVERSITAS
MULAWARMAN
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INTERPOLASI KUADRAT

Apabila terdapat 3 titik data, maka perkiraan dapat dilakukan dengan
polinomial order dua.

Perkiraan dilakukan dengan garis lengkung yang menghubungkan titik—titik
data.
Persamaan polinomial order dua:

f2(x) = bo + by (x = x¢) + ba(x — x0) (x — x1).
Secara prinsip sama dengan persamaan 1:

f2 (%) = ag + ax + azx?

f2.(x) = by + byx — byx + byx? — byxxy — byxox + byxox;

dengan: ag=by — b1 xg+byxox1

a;=b; — byxy — byxy

a,=b,

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
FAKULTAS TEKNIK UNIVERSITAS
MULAWARMAN

INTERPOLASI KUADRAT

Menggunakan persamaan 3.
Berdasarkan data yang ada, kemudian dihitung koefisien b,
by, b, dengan persamaan berikut:

by = f(x0)

p, = [e0=r0

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
FAKULTAS TEKNIK UNIVERSITAS
MULAWARMAN
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CONTOH 2

Gunakan polinomial order dua dengan data dalam contoh 1
untuk mencari In 2.
Data yang diketahui yaitu:

xg=1

x1 =4

X; =6

flxe) =0

f(x)) = 1,3862944

f(xz) = 1,7917595

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
FAKULTAS TEKNIK UNIVERSITAS
MULAWARMAN

PENYELESAIAN CONTOH 2

Interpolasi polinomial dihitung dengan menggunakan persamaan 3 dan persamaan untuk
koefisien by, by, by

= 2B = 046209813

1
=-—0,051873116

0

Nilai-nilai tersebut diditribusikan ke persamaan 3:

f2 (x) = b + by (x — xp) + by (x — x0)(x — x1)

f2(x) =0+ 0,46209813(x — 1) + 0,051873116(x — 1)(x — 4)
Maka diperoleh nilai fungsi interpolasi:

f2 (2) = 0,56584436
Besar kesalahan adalah

£ x100% = 18,4%

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
FAKULTAS TEKNIK UNIVERSITAS
MULAWARMAN
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PENYELESAIAN CONTOH 2

Dari penyelesaian contoh 2 dapat dilihat bahwa tingkat
kesalahan lebih kecil dibandingkan menggunakan order 1
(penyelesaian contoh 1)

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
FAKULTAS TEKNIK UNIVERSITAS
MULAWARMAN

BENTUK UMUM INTERPOLASI
POLINOMIAL

Dapat digunakan untuk membentuk polinomial order n dari
titik n+1 data. bentuk umum polinomial order n adalah:

Mengidentifikasi koefisien:

by = f(xo)

by = f[x1, %]

by = f[x2,x1,%0]

by = flxn Xn—1, ..., %2, X1, %]
Definisi fungsi berkurung ([.....]1) adalah pembagian beda
hingga.

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
FAKULTAS TEKNIK UNIVERSITAS
MULAWARMAN
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BENTUK UMUM INTERPOLASI
POLINOMIAL

Pembagian beda hingga pertama:
f[xl; Xo] — f(xl)—/‘(«\’o)

X1—X0
Pembagian beda hingga kedua:

f[xz; x4, x()] — flx2x1]—fx1x0]

Pembagian beda hingga ke-n:

X2—X0

f[xnﬂxn—l!---!xl!xo] =
An=A0

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
FAKULTAS TEKNIK UNIVERSITAS
MULAWARMAN

CONTOH 3

Dalam contoh 2, titik data x,=1, x;=4, x3=6, digunakan untuk
memperkirakan In 2 dengan fungsi parabola. Sekarang dengan
menambah titik ke—4, yaitu x3=5 dengan nilai f(x; = 5)=1,6094
379, hitung In 2 dengan interpolasi polinomial order 3.

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
FAKULTAS TEKNIK UNIVERSITAS
MULAWARMAN
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PENYELESAIAN CONTOH 3

Data yang diketahui:

X3 =

flxp) =0

F(x1) = 1,3862944
F(xp) = 17917595
F(xs) = 1,6094379

Persamaan polinomial order 3 diperoleh dengan memasukkan nilai
n=3 ke dalam persamaan 4:
f3 (%) = bg + b1 (x — x0) + ba(x — x0) (x — x1) + b3(x — x0) (x — x1) (x — x2)

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
FAKULTAS TEKNIK UNIVERSITAS
MULAWARMAN

PENYELESAIAN CONTOH 3

Pembagian beda hingga pertama:

1'3832_";”‘“ = 0,46209813

flxa, x1] = fl)=fGy) _ w =0,20273255

f[x3,x2] = %}{2) = %:)7917;% =0,18232160

Pembagian beda hingga kedua:

flag, x, 2] = Lzl El  D2027SRSS-OAGRRNS __ 051873116

flxs, x5, x1] = flxa o]~ flx2 1] _ % =—0,020410950

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
FAKULTAS TEKNIK UNIVERSITAS
MULAWARMAN
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PENYELESAIAN CONTOH 3

Pembagian beda hingga ketiga:

_ [fIx3.x2.x1]—flx2,x1,%0]
flxz 22,0, %0] = === ===

i —0,0204109550_4—10,051873116 i 0,0078655415

Sehingga koefisien diketahui:
by = f(xp) =0
by = f[x1,%0] = 0,46209813
by = f[x3,%1,%0] =— 0,051873116
bz = f[x3, %3, %1, %] = 0,0078655415

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
FAKULTAS TEKNIK UNIVERSITAS
MULAWARMAN

PENYELESAIAN CONTOH 3

Maka persamaan interpolasi order 3 menjadi:
f3 (%) = bg + b1 (x — xp) + ba(x — x0) (x — x1) + b3 (xx — x0) (x — x1) (x — x2)
f3 () = 0+0,46209813(x — 1) — 0,051873116(x — 1)(x — 4) + 0,0078655415(x — 1)(x — 4)(x — 6)

maka diperoleh f3 (2) = 0,62876869

Besar kesalahan adalah

_ 0,69314718-0,62876869

E, = 0,69314718 x100% = 9,3%

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
FAKULTAS TEKNIK UNIVERSITAS
MULAWARMAN
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INTERPOLASI POLINOMIAL LAGRANGE

Hampir sama dengan polinomial Newton, tetapi tidak
menggunakan bentuk pembagian beda hingga.
Bentuk polinomial Newton order satu:
f1(x) = f(x0) + (x — x0)[x1, Xo]
Beda hingga yang ada pada persamaan tersebut:
Flota, xo] = L0

X1—X0

= fiC
flx1, x0] = Fivy

Persamaan 5 dan 6 disubtitusi menjadi:
F1) = Fx0) + = fary) + S22 f(xg)

(x1—x0) (xo—x1)

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
FAKULTAS TEKNIK UNIVERSITAS
MULAWARMAN

INTERPOLASI POLINOMIAL LAGRANGE

Persamaan interpolasi Lagrange order satu:
£ (xg) + S22 f(xy)

(x1—x0)

Persamaan interpolasi Lagrange order dua:

Ge—x1) (x=x2) (x—xp) (x (x=xp) (x—x1)
= fi(%g) +—= ——— = f (X7
X0—X1) (X(»—Xz)f( 0) (x1=x0) € x0) (0 —Xl)f( 2)

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
FAKULTAS TEKNIK UNIVERSITAS
MULAWARMAN
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CONTOH 4

Gunakan interpolasi polinomial Lagrange order satu dan dua

untuk menghitung In 2 dengan menggunakan data pada
Contoh 2.

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
FAKULTAS TEKNIK UNIVERSITAS
MULAWARMAN

PENYELESAIAN CONTOH 4

Data yang diketahui:
xg=1
x1 =4
X, =6
flxo) =0
f(x1) = 1,3862944
f(x2) = 1,7917595
Penyelesaian order satu menggunakan persamaan 7:

f100) = 2 f (o) + 2 f (1)
2 ~ (x1=x0)
1 1,3862944 = 0,4620981

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
FAKULTAS TEKNIK UNIVERSITAS
MULAWARMAN

1/18/2022
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PENYELESAIAN CONTOH 4

Penyelesaian order dua menggunakan persamaan 8:
fa(x0) =

fa(2) = E2E2 0 4 L0 C9 g 3867944 4 LD D

- = 1,7917595 = 0,56584437
(1-4) (1-6) () (6-1) (6-4)

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
FAKULTAS TEKNIK UNIVERSITAS
MULAWARMAN

PENYELESAIAN CONTOH 4

Besar kesalahan order satu adalah
P 0,69314718-0,4620981

E[ = WMOO% =33,3%

Besar kesalahan order dua adalah adalah

8-0,56584437

0,69314718 x100% = 18,3%

Tingkat ketelitian lebih rendah dibanding interpolasi polinomial
umum

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
FAKULTAS TEKNIK UNIVERSITAS
MULAWARMAN
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SOAL

Perkirakan nilai log 4 dengan menggunakan interpolasi linier jika
diketahui data:

log 3=0,4771213 dan log 5=0,69897
log 3=0,4771213 dan log 6=0,7781513

Hitung pula tingkat kesalahannya pada setiap interpolasi jika
diketahui nilai eksak dari log 4 sebesar 0,60206

Dengan menggunakan metode interpolasi kuadrat dan berdasarkan
data soal 1, hitung log 4.

Dengan menggunakan metode interpolasi polinomial order 3 dan
berdasarkan data soal 1, hitung log 4. Tambahan data adalah log
3,5=0,544068.

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
FAKULTAS TEKNIK UNIVERSITAS
MULAWARMAN

SOAL

Diberikan data seperti pada tabel. Hitung f(1,3) dengan interpolasi linier

#(x) 1,000 2,119 2910 3,945 5720 8695
Dengan menggunakan data pada soal 4 hitung f(1,3) dengan interpolasi
kuadrat.

Dengan menggunakan data pada soal 4 hitung (1,3) dengan interpolasi
order 3.

Selesaikan soal nomor 4 dengan menggunakan metode Lagrange order 2.
Selesaikan soal nomor 4 dengan menggunakan metode Lagrange order 3.

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
FAKULTAS TEKNIK UNIVERSITAS

MULAWARMAN
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PENYELESAIAN SOAL 1

Diketahui:
log 3=0,4771213
log 5=0,69897
log 6=0,7781513
nilai eksak log 4=0,60206

Ditanya:
Prediksi nilai log 4 jika menggunakan data log 3 dan log 5, beserta
tingkat kesalahannya.

Prediksi nilai log 4 jika menggunakan data log 3 dan log 6, beserta
tingkat kesalahannya.

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
FAKULTAS TEKNIK UNIVERSITAS
MULAWARMAN

PENYELESAIAN SOAL 1

Prediksi nilai log 4 jika menggunakan data log 3 dan log 5,
beserta tingkat kesalahannya: menggunakan order 1
(interpolasi linier)

f1(4) = 04771213 + 22220122 (4 — 3) = 0,58804565

E, = 2P0 £100% = 2,33%
Prediksi nilai log 4 jika menggunakan data log 3 dan log 6,
beserta tingkat kesalahannya: menggunakan order 1
(interpolasi linier)

f1(4) = 0,4771213 +
_ 0,60206—0,58804565
0,60206

0,7781513-0,4771213
6-3
x100% = 2,33%

(4 — 3) = 0,58804565
E;

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
FAKULTAS TEKNIK UNIVERSITAS
MULAWARMAN
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TUGAS 1

Selesaikan soal nomor 2-8

Dikumpulkan paling lambat hari Jumat, 2 September 2021 jam
24.00 melalui google—classroom:

Dikerjakan pada Ms.Word

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
FAKULTAS TEKNIK UNIVERSITAS
MULAWARMAN
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Matematika Rekayasa
Semester Ganjil 2021/2022

DIFERENSIAL NUMERIK

Ika Meicahayanti, S.T., M.T.

DIFERENSIAL NUMERIK

Digunakan untuk:
Memperkirakan bentuk diferensial kontinyu menjadi bentuk diskret.
Menyelesaikan persamaan diferensial berdasarkan deret Taylor
Diferensial numerik:
Diferensial turunan pertama
Diferensial turunan kedua
Diferensial turunan lebih tinggi

Diferensial terhadap variabel lain

1/18/2022



DIFERENSIAL TURUNAN PERTAMA

Deret Taylor dapat ditulis dalam bentuk:
f (1) = F(x) + f (x)Ax + 0AX2....
atau

f _ ey = G- fCa)
o ) )= Ax

Bentuk persamaan 2 merupakan bentuk persamaan diferensial maju
order 1 karena menggunakan data pada x;dan x;,
Jika data yang digunakan x;dan x;_;, maka disebut diferensial
mundur dan deret Taylor menjadi:

f (ica) = f(x) = f () Dx + OAX*....

atau

ofs _ fe)~f (1) 5
== fx)= et O(AX) ettt ettt e ettt ettt n et b 4

X

DIFERENSIAL TURUNAN PERTAMA

Apabila data yang digunakan untuk memperkirakan diferensial dari fungsi
adalah titik x;,; dan x;_;, maka perkiraannya disebut diferensial terpusat,
sehingga persamaan menjadi:

U oy = O Co) | a2y 5

ox 2Ax
Perkiraan diferensial terpusat lebih teliti dibanding diferensial maju atau
mundur.

1/18/2022



1/18/2022

DIFERENSIAL TURUNAN PERTAMA

Terlihat pada gambar, bahwa kemiringan garis yang melalui titik A dan C
(diferensial terpusat) hampir sama dengan kemiringan garis singgung dari
fungsi di titik x;; dibandingkan dengan kemiringan garis singgung yang
melalui titik A dan B (diferensial mundur) atau titik B dan C (diferensial maju)

DIFERENSIAL TURUNAN KEDUA

Persamaan untuk diferensial turunan kedua dapat diltuliskan:
Pf _ ey _ F@)=2fG)+f (xio1)
g = [l ==l
Dari persamaan tersebut, dapat disimpulkan bahwa bentuk
diferensial (biasa atau parsiil) dapat diubah dalam bentuk

diferensial numerik (beda hingga)
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DIFERENSIAL TURUNAN LEBIH TINGGI

Persamaan diferensial turunan ketiga:

51 o _ fGis2)—2f (v ) +2f (i) —f(xic2)
Py fe)= 20x3

Persamaan diferensial turunan keempat:

atf _ o f(ig2)—4f (xig1) +6£ (x)—4f (i_1)+f(xi—2)
=5 = f (xl_) = % —

DIFERENSIAL TERHADAP VARIABEL LAIN

Diferensial sebelumnya digunakan untuk fungsi yang hanya
mengandung 1 variabel bebas. Apabila fungsi mengandung
lebih dari satu variabel bebas, seperti f(x,y), maka
persamaan menjadi:

Diferensial turunan pertama

of ' fGisny)—f xy))
E:f(xz“rl'}'f e

% =f @y = ﬂxw’“ﬁ;f &
Untuk menyederhanakan penulisan, selanjutnya bentuk
f (xyyj) ditulis menjadi f (i,j) dengan idanj merupakan
komponen dalam arah sumbu x dan sumbu y. Apabila fungsi
berada dalam sistem 3 dimensi, maka bisa dituliskan f (i, , k)




1/18/2022

DIFERENSIAL TERHADAP VARIABEL LAIN

Diferensial turunan pertama:

of _ s N _ firri=fij
o fi+ 1,j) = Lt
fi

of _ . _ fij+1i—
L= f1,j+ 1) =Ll

Diferensial terpusat:

Af:_ rp: N _ firr—fic1)
(?x—f(l+1'])_ 2Ax

BF _ a4 _ fijr1=fij+
= fLit+ 1) ===rr

DIFERENSIAL TERHADAP VARIABEL LAIN

Diferensial turunan kedua:

of? n .
L=fe+1n=
L=fj+1)=

2
9x*

fij—1=2fij*+fij+1

Ay?
Pada gambar menunjukkan jaringan titik hitungan untuk fungsi yang
berada dalam sistem koordinat x dan ya (dua dimensi)
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CONTOH 1

Diketahui suatu fungsi f(x) = 0,25x3 + 0,5x% + 0,25x + 0,5..
Perkirakan turunan pertama dan turunan kedua dari
persamaan tersebut di titik x = 0,5 dengan menggunakan
langkah ruang Ax = 0,5

PENYELESAIAN CONTOH 1

Secara analitis turunan pertama dari fungsi adalah:
f(x) = 0,25x3 + 0,5x% + 0,25x + 0,5
f(x) =0,75x% + x + 0,25
£ (x; = 0,5) = 0,75(0,5)> + 0,5 + 0,25 = 0,9375

Secara analitis turunan kedua dari fungsi adalah:
f'(x) = 0,75x* + x + 0,25
ff(x)=15x+1
f'(x;=05)=15(0,5)+1=175
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PENYELESAIAN CONTOH 1

Dengan Ax = 0,5, maka dapat diketahui:

x;=0,5

xi1=0

Xipp =1
Maka dapat dihitung masing-masing f(x) pada persamaan
f(x) =0,25x3 + 0,5x% + 0,25x + 0,5 :

f(x;_1) atau £(0) = 0,25(0) + 0,5(0) + 0,25(0) + 0,5 = 0,5

f(x;) atau £(0,5) = 0,25(0,5)3 + 0,5(0,5)% + 0,25(0,5) + 0,5 = 0,78125

f(xi41) atau £(1) = 0,25(1)% + 0,5(1)% + 0,25(1) + 0,5 = 1,5

PENYELESAIAN CONTOH 1

Perkiraan turunan pertama dengan diferensial maju (persamaan 2):
f'(xi) — fGi)—fG)

fs5) ="
Kesalahan terhadap nilai eksak:

_ 0,9375-1,4375
N 9375

Perkiraan turunan pertama dengan diferensial mundur (persamaan 4):
f(xl) — [eD=f Ci-1)

£(0,5) = 07812505 _ 5o

0,5 x

= 1,4375

0,5

E, x100% =—53,3%

Kesalahan terhadap nilai eksak:

= DO375-05625 1 009 = 40%
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PENYELESAIAN CONTOH 1

Perkiraan turunan pertama dengan diferensial terpusat (persamaan 5):

i
2x0,5

f(05) =

Kesalahan terhadap nilai eksak:
_09375-1
0,9375

Perkiraan turunan kedua (persamaan 6):
() = [EHDFEI G p 2y

E, x100% =— 6,7%

PENYELESAIAN CONTOH 1

Dari penyelesaian contoh 2 dapat digambarkan kemiringan
analitis di titik x = 0,5 dan perkiraan turunan fungsi di turunan
tersebut.
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SOAL

Diketahui suatu fungsi f(x) =— 2x> + 12x% — 20x + 8,5.
Perkirakan turunan pertama dan turunana kedua dari
persamaan tersebut di titik x = 0,5 dengan menggunakan
langkah ruang Ax = 0,5.

Diketahui suatu fungsi f(x) =— 2x + 12x? — 20x + 8,5.
Perkirakan turunan pertama dan turunana kedua dari
persamaan tersebut di titik x = 0,5 dengan menggunakan
langkah ruang Ax = 0,25.

Gambarkan grafik dari penyelesaian soal nomor 1 dan 2

TUGAS 2

Selesaikan soal nomor 1 dan 2

Dikumpulkan paling lambat hari Selasa, 7 September 2021 jam
24.00 melalui google-classroom:

Dikumpulkan dengan jenis file pdf
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Matematika Rekayasa
Semester Ganjil 2021/2022

AKAR-AKAR PERSAMAAN

Ika Meicahayanti, S.T., M.T.

FAKULTAS TEKNIK UNIVERSITAS -
MULAWARMAN 1/18/2022

PENDAHULUAN

Digunakan untuk mencari akar—akar persamaan

Pada persamaan polinomial derajat dua, persamaan dapat
diselesaikan dengan rumus persamaan kuadrat yang sederhana.

Misalnya persamaan ax® + bx + c = 0, dapat dicari akar—akarnya
secara analitis dengan persamaan:

—b+Vb2 —4ac
2a

X12 =

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
KNIK UNIVERSITAS

1/18/2022



1/18/2022

PENDAHULUAN

Untuk persamaan polinomial derajat tiga atau empat, rumus—-rumus
yag ada sangat kompleks dan jarang sekali digunakan.

Untuk derajat yang lebih tinggi, tidak ada rumus yang digunakan
untuk menyelesaikannya.

Bentuk persamaan tersebut misalnya adalah:
f)=x3+x*—3x—3=0
f)=x"+2x*+3x3 +4x> - 3x—1=0
f(x)=e*—3x=0
f(x) =3x+sinx—e*=0
dsb

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
KNIK UNIVERSITAS

PENDAHULUAN

Bentuk persamaan tersebut sulit atau tidak mungkin diselesaikan
secara eksplisit.

Metode numerik memberikan cara—cara untuk menyelesaikan bentuk
persamaan tersebut secara perkiraan sampai diperoleh hasil yang
mendekati penyelesaian eksak.

Penyelesaian numerik dilakukan dengan perkiraan yang berurutan
(iterasi), sedemikian sehingga setiap hasil diperoleh hasil yang lebih
teliti.

Dengan melakukan sejumlah prosedur iterasi yang dianggap cukup,
akhirnya didapat hasil perkiraan yang mendekati hasil eksak (hasil
yang benar) dengan toleransi kesalahan yang diijinkan.

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
KNIK UNIVERSITAS
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METODE PERHITUNGAN AKAR
PERSAMAAN

Salah satu cara yang paling sederhana untuk mendapatkan penyelesaian
perkiraan adalah dengan menggambarkan fungsi tersebut dan kemudian
dicari titik potongnya dengan sumbu x, yang menunjukkan akar dari
persamaan tersebut. Namun cara ini hanya memberikan hasil yang sangat
kasar, karena sulit untuk menetapkan nilai sampai beberapa digit di belakang
koma.

Metode yang lain, dengan cara coba banding dengan memasukkan nilai x
pada sembarang nilai, kemudian dievaluasi apakah f(x) = 0. Jika tidak maka
terus dicoba sehingga memperoleh f(x) = 0.

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
KNIK UNIVERSITAS

METODE PERHITUNGAN AKAR
PERSAMAAN

Kedua cara tersebut tidak efisien dan tidak sistematis. Beberapa
metode yang bisa digunakan untuk memperoleh akar-akar
persamaan lebih sistematis, yaitu:

Metode setengah interval
Metode interpolasi linier
Metode Newton-Raphson
Metode Secart

Metode iterasi

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
KNIK UNIVERSITAS
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METODE SETENGAH INTERVAL

Bentuk paling sederhana di antara beberapa metode.

Langkah-langkah yang dilakukan pada penyelesaian persamaan
dengan metode setengah interval:

Hitung fungsi pada interval yang sama dari x sampai pada
perubahan tanda dari fungsi f(x;) dan f(x;.1), yaitu apabila
fO)xf(xi41) <0

Perkiraan pertama dari akar x; dihitung dari rerata nilai x; dan
Xit1: o —

Xt 3

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
S NIK UNIVERSITAS

METODE SETENGAH INTERVAL

Buat evaluasi berikut untuk menentukan di dalam sub interval mana
persamaan akar berada:

jika f(x)xf(x;) <0, maka akar persmaan berada pada sub interval
Eertama, kemudian tetapkan x;,; = x, dan lanjutkan pada langkah
e-4

jika f(x)xf(x,) > 0, maka akar persamaan berada pada sub interval
kedua, kemudian tetapkan x; = x, dan lanjutkan pada langkah ke-4

jika f(x)xf(x,) = 0, maka akar persamaan adalah x, dan hitungan
EIEEE]

Hitung perkiraan baru dari akar dengan persamaan berikut:

_ XitXip1

T2

Apabila perkiraan baru sudah cukup kecil, maka hitungan selesai dan x,
?dalﬁhhaléar persamaan yang dicari. Jika belum maka hitungan kembali ke
angkah 3.

Xt

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
S NIK UNIVERSITAS
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CONTOH 1

Hitung salah satu akar persamaan pangkat tiga: f(x) = x® +
x> —3x—3 =0, dengan menggunakan metode setengah
interval.

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
KNIK UNIVERSITAS

PENYELESAIAN CONTOH 1

Dihitung nilai f(x) pada interval 2 titik, misalnya x = 1 dan x = 2
untuk x = 1, maka f(1) = (1)3 + (1)>—3(1) -3 =—4
untuk x = 2, maka f(2) = (2)> + (2)2—3(2) -3 =3

Perubahan tanda dari fungsi antara x = 1 dan x = 2 akan memotong

sumbu x paling tidak sekali. Tititk perpotongan antara sumbu x dan fungsi
merupakan akar-akar persamaan.

Dihitung nilai x;, dan kemudian dihitung fungsi f(x;):

xi+x; 1+2
xt: 121+1: > :1'5

untuk x = 1,5, maka £(1,5) = (1,5)° + (1,5)2 — 3(1,5) — 3 =— 1,875

Oleh karena fungsi berubah tanda antara x = 1,5 dan x = 2, maka akar
persamaan terletak di antara kedua nilai tersebut.

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
KNIK UNIVERSITAS
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PENYELESAIAN CONTOH 1

Perhitungan dilanjutkan sampai memperoleh f(x) = 0 atau mendekati
0.

Hasil perhitungan dengan metode setengah interval, akar persamaan
diperoleh pada iterasi ke-13, yaitu sebesar 1,73206

I I IV N 2PN BTSN S
1.00000 2.00000 1.50000 -4.00000 3.00000 -1.87500
1.50000 2.00000 1.75000 -1.87500 3.00000 0.17188
1.50000 1.75000 1.62500 -1.87500 0.17188 -0.94336
1.62500 1.75000 1.68750 -0.94336 0.17188 -0.40942
1.68750 1.75000 1.71875 -0.40942 0.17188 -0.12479
1.71875 1.75000 1.73438 -0.12479 0.17188 0.02203
1.71875 1.73438 1.72656 -0.12479 0.02203 -0.05176
1.72656 1.73438 1.73047 -0.05176 0.02203 -0.01496
1.73047 1.73438 1.73242 -0.01496 0.02203 0.00351
1.73047 1.73242 1.73145 -0.01496 0.00351 -0.00573
1.73145 1.73242 1.73193 -0.00573 0.00351 -0.00111
1.73193 1.73242 1.73218 -0.00111 0.00351 0.00120
1.73193 1.73218 1.73206 -0.00111 0.00120 0.00005
1.73193 1.73206 1.73199 -0.00111 0.00005 -0.00053

© ® N URWN R

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
KNIK UNIVERSITAS

METODE INTERPOLASI LINIER

Metode setengah interval yang dibahas sebelumnya mudah namun
tidak efisien, karena langkah iterasi cukup panjang.

Metode interpolasi linier lebih ringkas dan lebih cepat memperoleh
hasil akar persamaannya.

Dikenal juga dengan metode false position

Metode ini didasarkan pada interpolasi antara 2 nilai dari fungsi yang
mempunyai tanda berlawanan.

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
KNIK UNIVERSITAS
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METODE INTERPOLASI LINIER

Langkah perhitungan:

Dicari nilai fungsi untuk setiap interval Ax yang sama sampai
akhirnya didapatkan dua nilai fungsi f(x;) dan f(x;.1) berurutan
yang mempunyai tanda berlawanan.

Dari kedua fungsi f(x;) dan f(x;,,) ditarik garis lurus sehingga
terbentuk segitiga. dengan menggunakan sifat segitiga sebangun,
didapat persamaan berikut:
Gap)=xe _ fra)
(K1) =2+ f(xi+}_)(_f(x)i)
Xi+1
Fan—fep it %0
Dihitung f(x«) yang kemudian digunakan lagi untuk interploasi
linier dengan nilai f(x;) atau f(x;;1) sedemikian sehingga kedua
fungsi mempunyai tanda berbeda. Prosedur ini diulang sampai
diperoleh f(x) mendekati O

X+ = Xit1 —

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
KNIK UNIVERSITAS

CONTOH 2

Hitung salah satu akar persamaan pangkat tiga: f(x) = x3 + x*> — 3x —
3 = 0, dengan menggunakan metode interpolasi linier.

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
KNIK UNIVERSITAS
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PENYELESAIAN CONTOH 2

Dihitung nilai f(x) pada interval 2 titik, misalnya x = 1 dan x = 2
untuk x = 1, maka f(1) = (1)3 + (1)>—3(1) =3 =—4
untuk x = 2, maka f(2) = (2)> + (2)? - 3(2) —3 =3

Dihitung x«:

f(xi+1)
fCeiv)—f(x:)
=2 ',34)(2—1) =1,57142

X+ = Xit1 — (41 — x2)

untuk x = 1,57142, maka f(1,57142) = (1,57142)3 + (1,57142) — 3(1,57142) — 3 =—
1,36449

Karena f(x+) bertanda negatif, maka akar terletak x = 1,57142 dan x = 2
Perhitungan dilanjutkan sampai diperoleh f(x) mendekati O

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
NIK UNIVERSITAS

PENYELESAIAN CONTOH 2

Hasil perhitungan dengan metode setengah interval, akar
persamaan diperoleh pada iterasi ke-7, yaitu sebesar 1,73205

I P S C PN AES I N
1.00000 2.00000 1.57143 -4.00000 3.00000 -1.36443
1.57143 2.00000 1.70541 -1.36443 3.00000 -0.24775
1.70541 2.00000 1.72788 -0.24775 3.00000 -0.03934
1.72788 2.00000 1.73140 -0.03934 3.00000 -0.00611
1.73140 2.00000 1.73195 -0.00611 3.00000 -0.00095
1.73195 2.00000 1.73204 -0.00095 3.00000 -0.00015
1.73204 2.00000 1.73205 -0.00015 3.00000 -0.00002
1.73205 2.00000 1.73205 -0.00002 3.00000 0.00000

ooxlmm::ww»—-l
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METODE NEWTON-RAPHSON

Metode ini yang paling banyak digunakan dalam mencari akar—akar
dari suatu persamaan.

Jika perkiraan awal dari akar adalah x;, suatu garis singgung dapat
dibuat dari titik (x;, £(x;)

Titik di mana garis singgung tersebut memotong sumbu x biasanya
memberikan perkiraan yang lebih dekat dari nilai akar.

Turunan pertama pada x; adalah ekivalen dengan kemiringan,
dinyatakan dalam persamaan: 5

garis singgang di A

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
KNIK UNIVERSITAS

CONTOH 3

Hitung salah satu akar persamaan pangkat tiga: f(x) = x® +
x> —3x—3 =0, dengan menggunakan metode Newton-
Raphson

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
KNIK UNIVERSITAS
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PENYELESAIAN CONTOH 3

Persamaan yang diselesaikan:
fX=x>+x*-3x—-3=0
Turunan pertama dari persamaan tersebut adalah:
fx)=3x%2+2x-3=0
Dihitung nilai f(x) pada 1 titik, misalnya x = 1
untuk x = 1, maka f(1) = (1)3 + (1)? —3(1) —3=—4
Dihitung nilai f'(x) pada 1 titik, misalnya x = 1
untuk x = 1, maka f'(1) = 3(1)? +2(1) -3 =2
Dihitung x;1:

fx)
Xip1 = Xi — 7

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
s NIK UNIVERSITAS

PENYELESAIAN CONTOH 3

Perhitungan dilanjutkan sampai diperoleh f(x) mendekati O

Hasil perhitungan dengan metode setengah interval, akar
persamaan diperoleh pada iterasi ke—6, yaitu sebesar 1,73205

1.00000 3.00000 -4.00000 2.00000 24.00000
3.00000 2.20000 24.00000 30.00000 5.88800
2.20000 1.83015 5.88800 15.92000 0.98900
1.83015 1.73780 0.98900 10.70866 0.05457
1.73780 1.73207 0.05457 9.53539 0.00020
1.73207 1.73205 0.00020 9.46437 0.00000
1.73205 1.73205 0.00000 9.46410 0.00000

l
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METODE SECART

Kekurangan metode Newton-Raphson adalah diperlukan turunan
pertama dari f(x) dalam hitungan. Hal ini kadang sulit dilakukan
pemecahan turunan dari persamaan yang dilakukan.

Hal ini didekati dengan nilai perkiraan berdasarkan diferensial beda
hingga.

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
AKULTAS TEKNIK UNIVERSITAS

METODE SECART

Garis singgung di titik x; didekati oleh bentuk persamaan:
[ (xi—xiz1)
fCe)—f (xi-1)
Dalam metode ini pendekatan memerlukan 2 nilai awal dari x,
yang digunakan untuk memperkirakan kemiringan dari fungsi.

Xit1 = X

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
AKULTAS TEKNIK UNIVERSITAS
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CONTOH 4

Hitung salah satu akar persamaan pangkat tiga: f(x) = x® +
x? — 3x — 3 = 0, dengan menggunakan metode Secart.

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
KNIK UNIVERSITAS

PENYELESAIAN CONTOH 4

Dihitung nilai f(x) pada interval 2 titik, misalnya x =1 dan x = 2
untuk x; = 1, maka f(1) = (1)3 + (1)2-3(1) -3 =—4
untuk x, = 2, maka f(2) = (2)3 + (2)>-3(22)—-3=3

Dihitung nilai x3:

T FG)~f )

% 3(2=1): - :
Xy =220} = 157142

Pada iterasi kedua, hitungan dilakukan berdasarkan nilai x, = 2 dan x3 =
1,57142

Perhitungan dilanjutkan sampai diperoleh f(x) mendekati O

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
KNIK UNIVERSITAS
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PENYELESAIAN CONTOH 4

Hasil perhitungan dengan metode setengah interval, akar
persamaan diperoleh pada iterasi ke-5, yaitu sebesar 1,73205

A IR IR P VR IS AV
1.00000 2.00000 1.57143 -4.00000 3.00000 -1.36443
2.00000 1.57143 1.70541 3.00000 -1.36443 -0.24775
1.57143 1.70541 1.73514 -1.36443 -0.24775 0.02926
1.70541 1.73514 1.73200 -0.24775 0.02926 -0.00052
1.73514 1.73200 1.73205 0.02926 -0.00052 0.00000
1.73200 1.73205 1.73205 -0.00052 0.00000 0.00000

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
KNIK UNIVERSITAS

METODE ITERASI

Dalam metode iterasi digunakan suatu persmaan untuk
memperkirakan nilai akar persamaan.

persamaan tersebut dikembangkan dari fungsi f(x) = 0 sehingga
parameter x berada di sisi Kiri dari persamaan:

x =g
Transformasi ini dapat dilakukan dengan manipulasi aljabar atau

dengan menambahkan parameter x pada kedua sisi dari persamaan
aslinya. Contoh:

x4+ x>-3x—-3=0
dapat ditulis menjadi:
- +x2-3
-3
dan bentuk lainnya

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
KNIK UNIVERSITAS

13



METODE ITERASI

Nilai x merupakan fungsi dari x, sehingga dengan memberi nilai
perkiraan awal dari akar x; dapat dihitung perkiraan baru x;,,
dengan rumus iteratif:

Xiv1 = g(x;)
Besarnya kesalahan dihitung dengan rumus:

Xi+1—X;
g, = | B1ZR1000%
Xi+1

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
KNIK UNIVERSITAS

CONTOH 5

Hitung salah satu akar persamaan pangkat tiga: f(x) = x® +
x? — 3x — 3 = 0, dengan menggunakan metode iterasi.

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
KNIK UNIVERSITAS

1/18/2022
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PENYELESAIAN CONTOH 5

Persamaan awal: f(x) = x> +x* = 3x—3=0

Persamaan dapat dituliskan dalam bentuk:
x3=—x*+3x+3
x = (—x% +3x + 3)1/3

Maka dalam metode iterasi, dapat dituliskan sebagai:
Xip1 = (=22 + 3%, + 3)173

Jika ditentukan perkiraan awalnya x; = 1, maka diperoleh:
x; = (—(1)? +3(1) +3)/3 = 1,70998

Besar kesalahan:

ol — |x,-+1—xi |100% _ |1,70998—1
« Xi+1

e [100% = 41,5198

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
KNIK UNIVERSITAS

PENYELESAIAN CONTOH 5

Selanjutnya x, = 1,70998 digunakan untuk menghitungnilai x; pada
iterasi selanjutnya.

Iterasi dilanjutkan hingga memperoleh ¢, mendekati 0%

Hasil perhitungan dengan metode setengah interval, akar persamaan
diperoleh pada iterasi ke—4, yaitu sebesar 1,73205

I R I BTN
1.00000 1.70998 41.51965
1.70998 1.73313 133621
1.73313 1.73199 0.06579
1.73199 1.73205 0.00340
1.73205 1.73205 0.00018

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
KNIK UNIVERSITAS

1/18/2022
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PENYELESAIAN CONTOH 5

Persamaan awal: f(x) = x> +x* = 3x—3=0
Persamaan dapat dituliskan dalam bentuk:
w3+x2-3
3
Maka dalam metode iterasi, dapat dituliskan sebagai:
2+x2-3
X4l = T3
Jika ditentukan perkiraan awalnya x; = 1, maka diperoleh:

=02 - 033333

Besar kesalahan:

fy = |"f::l'*f [100% = |

57 =

0333331

035353 [100% = 400,004

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
KNIK UNIVERSITAS

PENYELESAIAN CONTOH 5

Selanjutnya x, =— 0,33333 digunakan untuk menghitungnilai x3 pada
iterasi selanjutnya.

Hasil perhitungan dengan metode setengah interval, akar persamaan
diperoleh pada iterasi ke-5, yaitu sebesar 1,73205

I T A BTN
1.00000 -0.33333 400.00000
-0.33333 1.23614 126.96559
1.23614 1.73030 28.55888
1.73030 1.73214 0.10648
1.73214 1.73205 0.00547
1.73205 1.73205 0.00028

Pemilihan persamaan x = g(x) dan x; menentukan ketelitian dan
keefektifan iterasi.

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
KNIK UNIVERSITAS
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SOAL

Selesaikan akar dari persamaan: f(x) =x3—x*—2x+1=0
dengan menggunakan metode Newton Raphson dan Secant.

Selesaikan akar dari persamaan: f(x) = 3x3 +4x> —8x—1 =
0 dengan menggunakan metode iterasi. Gunakan iterasi
untuk 3 persamaan yang berbeda dan bandingkan.

Selesaikan akar dari persamaan: f(x) = 3* — 3x? = 0 dengan

menggunakan metode setengah interval dan interpolasi linier.

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
KNIK UNIVERSITAS

TUGAS 3

Selesaikan soal nomor 1-3

Dikumpulkan paling lambat hari Selasa, 21 September 2021
jam 11.10 melalui google—classroom

Dikumpulkan dengan jenis file pdf

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
KNIK UNIVERSITAS

1/18/2022
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Matematika Rekayasa
Semester Ganjil 2021/2022

ANALISIS REGRESI

Ika Meicahayanti, S.T., M.T.

FAKULTAS TEKNIK UNIVERSITAS -
MULAWARMAN 1/18/2022

PENDAHULUAN

Dalam analisis data sering dilakukan pembuatan suatu kurva yang dapat
mewakili suatu rangkaian data yang diberikan dalam sistem koordinat x-y.

Data tersebut dapat berupa hasil percobaan di laboratorium atau
pengamatan di lapangan seperti:

Pengukuran debit sungai yang memberikan hubungan antara kedalaman
aliran dan debit sungai

Hubungan antara data hujan dan debit sungai

Pertumbuhan jumlah penduduk sebagai fungsi waktu

Hubungan antara kandungan oksigen di air dan temperatur

Titik—titik data tersebar dalam koordinat x-y karena adanya kesalahan atau
ketidakpastian dalam pengujian, pengukuruan atau variasi perubahan data
dari waktu ke waktu. Contoh: pertambahan jumlah penduduk di wilayah
tertentu tidak selalu sama.

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
KNIK UNIVERSITAS
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PENDAHULUAN

Dalam analisis regresi akan dibuat kurva atau fungsi berdasarkan
sebaran data.

Kurva yang terbentuk diharapkan dapat mewakili titik-titik data yang
menyebar.

Setelah kurva terbentuk, maka dilakukan ekstrapolasi untuk
mendapatkan nilai y yang berkaitan dengan nilai x yang berada di
luar rangkaian data yang ada.

Metode membuat kurva untuk memprediksi persamaan atau nilai y
dari suatu x dinamakan metode /east square atau metode kuadrat
terkecil.

Metode kuadrat terkecil banyak menggunakan beberapa notasi dan
teori statistik.

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
S NIK UNIVERSITAS

PENDAHULUAN

Kurva dapat berbentuk linier (garis lurus) atau lengkung
(logaritmik atau berpangkat).

Bentuk kurva tergantung pada kecenderungan/trend dari penyebaran
titik data.

Jika ada data yang menyimpang terlalu jauh (contoh data A dan B),
maka data tersebut bisa dihilangkan.

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
S NIK UNIVERSITAS




PRINSIP STATISTIK

Contoh disajikan data
pengukuran debit rerata tahunan
sungai selama 15 tahun seperti
pada tabel.

Kolom kedua dari tabel adalah
debit rerata tahunan, sedangkan
kolom ketiga dan keempat adalah
nilai yang digunakan untuk
hitungan statistik.

Nilai rata—rata data (y) adalah
jumlah nilai data (yi) dibagi dengan
jumlah data (n), yaitu;

n merupakan jumlah data

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
NIK UNIVERSITAS

PRINSIP STATISTIK

Dari data dalam tabel nilai rerata:

1-; —— =7,034

Penyebaran data dapat diukur dengan menggunakan deviasi standar (o)
terhadap nilai rerata yang diberikan dalam bentuk:

3 ,—D-z— W -
D2 ada]ab /um]alz kuadrat selisih antara nilai data dan nilai rerata.

Apabila penyebaran data sangat besar terhadap nilai rerata, maka deviasi
standar (o) akan besar. Begitu sebaliknya.

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
NIK UNIVERSITAS

1/18/2022



1/18/2022

PRINSIP STATISTIK

Penyebaran juga dapat dipresentasikan oleh kuadrat dari deviasi standar yang
disebut varians.

o2 = DL _ 20y
=il n—1

Dari data pada tabel dapat dihitung nilai deviasi standar dan varians dengan
menggunakan persamaan:

Standar deviasi

o = /DR T =)
n-l

L, n—1
o= \/zm E” =281
Varians
2 _ D2 _ 30i—p?

n—1 n—1

2 11054
o = == = 7,893

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
KNIK UNIVERSITAS

METODE KUADRAT TERKECIL

Data diplot pada bidang x-y kemudian akan dicari suatu kurva g(x)
yang dapat mewakili titik data percobaan.

Cara termudah adalah membuat kurva secara visual yang merupakan
fungsi terbaik g(x) yang digambarkan oleh titik—titik data.

Namun cara ini tidak bisa memberi hasil yang memuaskan terutama
apabila sebaran data terlalu besar.

Diinginkan suatu metode yang meminimumkan perbedaan/selisih
antara titik-titik data dan kurva. Teknik untuk mendapatkan kurva
tersebut dikenal dengan regresi kuadrat terkecil.

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
KNIK UNIVERSITAS
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METODE KUADRAT TERKECIL UNTUK
KURVA LINIER

Bentuk paling sederhana dari regresi kuadrat terkecil adalah
apabila kurva yang mewakili titik-titik data merupakan garis
lurus, sehingga persaannya adalah:
g(x) =a+bx
Jumlah kuadrat dari kesalahan dihitung dengan persamaan
D? = 2?21 E,vz = Z?:l i—a- bxi]z
Agar nilai D2 adalah minimum, maka persamaan di atas
diturunkan terhadap parameter a dan b, dan kemudian
disamadengankan 0. Maka diperoleh persamaan a dan b
adalah:
_ nExyi= By
nzv,‘lz Z.\'l)z
a=y—bx

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
KNIK UNIVERSITAS

CONTOH 1

Tentukan persamaan garis yang mewakili data berikut

x_]4 [6 s [0 |4 Jt6 [20 |22 [24 |28 ]
y 30 18 22 28 14 22 16 8 20 8

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
KNIK UNIVERSITAS
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PENYELESAIAN CONTOH 1

Penggambaran titik—titik data pada sistem koordinat x-y diberikan
pada gambar, yang dapat diwakili oleh garis lurus.

o

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
S NIK UNIVERSITAS

PENYELESAIAN CONTOH 1

Dari perhitungan tabel dapat
diperoleh nilai a dan b

Nilai b:

EIFS
BN N 2w
2 ©®© N ®» &
BN R e e
b ® N o N
& & & ® o
B

D w e
L 8 & o o

10.2432-152.186
=————=—10,6569
10.2912—1522

BN

[N
oW w
[ S
® © N
B BN
© S u
5 © &

Nilai a:

IS
%
o
«
~
o

a:=y—bx
a = 18,6 + 0,6569x15,2 = 28,5849

<1M5mw\lmmbwr¢>—-
N
N
i
~
o
&

Persamaan garis:
y=28,5849-0,6569x

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
S NIK UNIVERSITAS
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LINIERISASI KURVA TIDAK LINIER

Dalam praktek sering dijumpai bahwa sebaran titik pada
sistem koordinat mempunyai kecenderungan yang berupa
kurva lengkung, sehingga persamaan tidak bisa langsung
digunakan.
Agar persamaan regresi linier dapat digunakan untuk
mempresentasikan kurva lengkung, maka perlu dilakukan
transformasi koordinat sedemikian sehingga sebaran titik data
bisa dipresentasikan dalam kurva linier.
Terdapat 2 fungsi transformasi data yang biasa digunakan:
fungsi eksponensial
fungsi berpangkat

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
AKULTAS TEKNIK UNIVERSITAS

LINIERISASI KURVA TIDAK LINIER

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
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PERSAMAAN BERPANGKAT

Persamaan berpangkat diberikan oleh ben seperti ini:
y = ax
a dan b adalah koefisien konstan
Persamaan tersebut dapat dilinerkan menjadi:
logy = blogx +loga
yang merupakan hubungan antara log y dan log x

Persamaan ini mempunyai bentuk garis lurus dengan kemiringan b dan memotong sumbu
logy padalog a

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
S NIK UNIVERSITAS

PERSAMAAN EKSPONENSIAL

Persamaan eksponensial diberikan oleh bentuk seperti ini:
y = aeb*
a dan b adalah koefisien konstan
Persamaan tersebut dapat dilinerkan menjadi:
Iny =Ina+bxlIne
oleh karena In e=1, maka
Iny =lna+ bx
yang merupakan hubungan semi logaritmik antara In y dan x.

Persamaan ini mempunyai bentuk garis lurus dengan kemiringan b dan memotong sumbu In
Yy pada In a.

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKU
S NIK UNIVERSITAS
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CONTOH 2

Tentukan persamaan kurva lengkung yang mewakili data

1,7 384 57

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
NIVERSITAS

PENYELESAIAN CONTOH 2

Gambar menunjukkan sebaran titik data

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
NIVERSITAS
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PENYELESAIAN CONTOH 2

Transformasi log
Misalkan persamaan kurva yang dicari adalah:
y = ax?
Transformasi dengan sistem log menjadi:
logy = blogx +loga
Maka daiperoleh hitungan tabel

0.0000 -0.3010
0.3010 0.2304
0.4771 0.5315
0.6021 0.7559

8.4 0.6990 0.9243

19.7000 2.0792 2.1411

3.9400 [ 0.4158 : 0.4282

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
s NIK UNIVERSITAS

PENYELESAIAN CONTOH 2

Dihitung koefisien

40-2,0791.2,1411 = 1'7572

Dihitung koefisien a

a=y—bx

a = 0,42822 + 1,7572 x 0,4158 =— 0,3024
Persamaan

logy = blogx +loga

logy = 1,7572 logx + 'og—0,3024

y = 0,4984x" 7372
\

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
s NIK UNIVERSITAS
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PENYELESAIAN CONTOH 2

Transformasi In

Misalkan persamaan kurva yang dicari adalah:

y =iaeb®

Transformasi dengan sistem In menjadi:
Iny =bx+Ina

8.4 25
19.7000 4.9300 55.0000 21.6425

3.9400 0.9860 11.0000 4.3285

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
AKULTAS TEKNIK UNIVERSITAS

PENYELESAIAN CONTOH 2

Dihitung koefisien b

Dihitung koefisien a

a=y—bx

a = 0,986 + 0,68525x 3 =—1,06975
Persamaan

Iny =bx +Ina

Iny = 0,68525x — 1,06975

y = 0,3431¢068525x

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
AKULTAS TEKNIK UNIVERSITAS
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PENYELESAIAN CONTOH 2

Untuk memilih mana yang lebih baik, maka dihitung nilai korelasinya:
r transformasi log = 0,99

r transformasi In = 0,92

Nilai yang mendekati 1 lebih baik.

PROGRAM STUDI TEKNIK LINGKUNGAN
S NIK UNIVERSITAS
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Matematika Rekayasa
Semester Ganjil 2021/2022

NERACA MASSA

Ika Meicahayanti, S.T., M.T.

PENDAHULUAN

Kesetimbangan massa: massa yang masuk sama dengan massa yang keluar

Digunakan dalam perencanaan pengolahan: IPAM dan IPAL (bidang Teknik
Lingkungan)

Bertujuan untuk memprediksi apakah rencana pengolahan dapat mengolah
sesuai dengan yang diharapkan dan memprediksi jumlah lumpur

Inlet - Removal - Outlet
Dinyatakan dalam satuan massa per satuan waktu (kg/hari)

Membutuhkan data berupa konsentrasi (mg/L), debit (L/hari),
persentase removal tiap unit pengolahan (%)
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PENDAHULUAN

Removal

NERACA MASSA

Pengolahan Outlet

¢ Konsentrasi ¢ Kemampuan ¢ Selisih beban
tiap removal tiap pengolahan
parameter (C) pengolahan masuk
* Debit (Q) ?ng . deggﬁn yang
irencanakan suda
) Egr?sglahan: (%) dihilangkan di
CxQ * Removal: % x pengolahan
¢IN beban (removal)
pengolahan « OUT
e OUT
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CONTOH

Air sungai digunakan sebagai air baku pengolahan air minum
Karakteristik air baku:

Kekeruhan 600 NTU

PV 300 mg/L

Karakteristik air minum yang diharapkan, sesuai dengan Permenkes 492 tahun
2010:

Kekeruhan 5 NTU
PV 10 mg/L

Maka dibutuhkan pengolahan yang mampu menghilangkan masing-masing
parameter, Q=100 LPS:

removal (%

Zat Organik (m 300 10 290 97

ANALISIS NERACA MASSA

Rencana pengolahan dan perhitungan neraca massa

o 50 - 60 - 60 90 o

Removal(%)

Kekeruhan (mg/L) 600 300 300 180 120 72 48 43,2

Kekeruhan (kg/hari) 5184 2592 2592 1555,2 1036,8 622,08 414,72 373,25




TUGAS

Rencanakan pengolahan air bersih dengan kriteria:
memiliki unit pengolahan, yaitu koagulasi dan flokulasi, sedimentasi dan filtrasi.
parameter yang dipantau adalah: TSS, TDS, dan PV
karakteristik air baku yang akan diolah:

Kekeruhan 100 mg/1
TDS 1300 mg/L
PV 30 mg/L
persentase removal yang dikehendaki adalah presentase yang dapat memenubhi nilai
baku mutu air bersih, yaitu:
Kekeruhan 25 mg/L
TDS 1000 mg/L
PV 10 mg/L

Buat neraca massanya.

1/18/2022
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