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1 
Selayang Pandang tentang Persa- 

maan Boltzmann 

 
TUJ UAN KAM I adalah untuk menjelaskan sesuatu yang dapat dilihat dan secara langsung dapat diukur dengan cara 

mengimajinasikan sesuatu yang dapat tidak dilihat dan secara langsung tidak dapat diukur.*(S. Chapman and T. G.  

Cowling, The Mathematical Theory of Non-Uniform Gases. [Chapman and Cowling, 1970]. 

 
−oOo− 

 
 
 

  1.1 Fungsi Distribusi Boltzmann 

 
1.1.1 Distribusi Boltzmann pada Keadaan Umum 

Imam-Rahayu [1995a] menjelaskan bahwa Teori kinetik gas, yang diantaranya 

adalah teori interaksi molekul, adalah studi untuk mempelajari keadaan sistem 

yang jauh dari kesetimbangan. Teori interaksi antara reaksi kimia dengan proses 

transport, baik bagi sistem beraksi satu komponen maupun bagi sistem beraksi 

dua komponen, telah cukup dikenal. 

Teori interaksi ini didasari pada terjadinya tumbukan dimana reaksi kimia 

terjadi mengganggu fungsi distribusi kecepatan, yang dikenalkan pertama kali 

oleh Fisikawan Ludwig Eduard Boltzmann [Hirschfelder et al., 1964]. Sedangk- 

an gangguan ini dapat dikatakan sebagai distorsi fungsi distribusi kecepatan 

Maxwell-Boltzmann [Imam-Rahayu, 1995b]. 

Boltzmann memulai dengan menjelaskan derajat kekacauan atau entalpi S 

suatu sistem yang didalamnya mengandung kecepatan vi dari suatu senyawa i, 

dengan ungkapan: 

 
S = k log W (1.1) 

dimana k adalah tetapan Boltzmann. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Gambar 1.1: Ludwig Eduard Boltzmann 

(Sumber: http://chem125-oyc.webspace. 

yale.edu/125/kinetics/Boltzmann/ bol- 

tzmann.htm). 

http://chem125-oyc.webspace/




2 PERSAM AA N BO LTZM ANN BAGI R EAKSI KI MI A 
 

     

i 

i 

    

          

  

 

 

Nilai S ini menimbulkan nilai kekacauan atau entalpi dari setiap mole- 

kul memiliki kecepatan yang berbeda-beda namun terdistribusi dalam suatu 

sistem tersebut. Sedangkan nilai W adalah suatu besaran perbandingan atau 

probabilitas kecepatan dari senyawa yang diamati. Harga W ini diungkapkan 

oleh: 

W = 
Nakhir 

Nawal 

 
(1.2) 

Dimana N adalah jumlah molekul yang memiliki kecepatan vi pada keadaan 

awal hingga keadaan akhir. Sehingga nilai probabilitas kecepatan molekul ini 

dinyatakan oleh: 

 
Nakhir exp

   
εakhir 

 

 
 

 

exp
  
− 

  
(1.3) 

 
 

Atau didapat: 

Nawal  
= 

exp
 

 

= εi 
εawal 

 

Gambar 1.2: Skema sistem molekul dengan 

variasi kecepatan vi. εi = εawal − εakhir (1.4) 

Boltzmann mengusulkan suatu fungsi distribusi Boltzmann fi keadaan 

umum dengan ungkapan: 

 

fi = A exp
   
− ε i

 
 

= A exp
   
− αmiv2

 
 

 
(1.5) 

 

dimana A adalah suatu tetapan yang besarnya bergantung pada temperatur T 

sedangkan α adalah suatu fungsi yang besarnya juga bergantung pada perubahan  

temperatur T, dengan ungkapan: 

1 
α ∼ 

T 
(1.6) 

Sedangkan harga dari energi kinetik ε diungkapkan oleh: 

 

εi = −αmiv2 (1.7) 

Persamaan 1.5 di atas menjelaskan bahwa dalam sistem yang diam pada 

temperatur tertentu T1 akan menghasilkan probabilitas yang paling tinggi 

f1 pada kecepatan rendah atau diam atau vi = 0 . Ungkapan ini dapat 

dilihat sebagai kurva pada Gambar 1.3. Perbedaan temperatur yang terjadi 

adalah: 

 

 

 
Gambar 1.3: Kurva probabilitas fi terhadap 

vi. 

α1 > α2 > α3 > α4 > α5 

T1 < T2 < T3 < T4 < T5 

 
(1.8) 
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i 

i 
— 2v 

    

i i 

 

 

Keunikan dari distribusi Boltzmann ini adalah semua kurva pada temperatur 

(Ti) yang berbeda bertumpu pada kecepatan (vi) yang sama. 

Keunikan Distribusi Boltzmann ini dapat dikumpulkan dalam table 1.1 

berikut. 

 

Distribusi Fungsi Kecepatan Temperatur 

f1 α1 T1 

f2 α2 T2 

f3 α3 T3 

f4 α4 T4 

f5 α5 T5 

 
Dalam perkembangannya eksperimen Boltzmann dan tim mahasiswa dok- 

tornya melanjutkan dengan data yang lebih baik yaitu dengan kecepatan tinggi. 

 
1.1.2 Distribusi Boltzmann pada berbagai Kecepatan 

Distribusi kecepatan dengan kecepatan tinggi pada setiap molekul i ini diung- 

kapkan dengan mengalikan persamaan 1.5 dengan kuadrat kecepatan yaitu v2, 

 

 

 

 

 

 

 
Tabel 1.1: Eksperimen penentuan distribusi 

Boltzmann. 

sehingga didapat dalam bentuk: 

 
fi = Av2 exp

   
− αmiv2

 
(1.9) 

Persamaan 1.9 ini dapat diungkapkan dengan perpaduan antara kurva fungsi 

parabola dari v2 dengan fungsi negatif eksponensial parabola dari e i terukur 

pada variasi temperatur T1, T2, T3 , dapat dilihat pada Gambar 1.4. 

Dimana perbedaan temperatur ketiga contoh temperatur di atas adalah: 

 

 
Gambar 1.4: Kurva distribusi Boltzmann pada 

vasiari kecepatan vi dan pada beberapa tem- 

peratur tetap T. 

α1 > α2 > α3 

T1 < T2 < T3 
(1.10) 

 

Persamaan Boltzmann 1.9 ini lebih tepat secara ekpsrimenal dibandingkan 

dengan persamaan Boltzmann 1.5. 

 

Distribusi Fungsi Kecepatan Temperatur 

f1 α1 T1 

f2 α2 T2 

f3 α3 T3 

 
Tabel 1.2 ini mencerminkan Gambar 1.4 yang menunjukkan ditribusi yang 

semakin ke kanan semakin mengecil probabilitas fungsi kecepatannya, dan 

semakin tinggi temperatur maka semakin kecil fungsi kecepatannya. 

 

 

 

 

Tabel 1.2: Eksperimen penentuan distribusi 

kecepatan Boltzmann. 
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Gambar 1.5: Ludwig Eduard Boltzmann 

bersama   mahasiswanya:   Walther   Nern- 

st, Streintz, Svante Arrhenius, Hiecke, 

Aulinger, Ettingshausen, Klemeni, Haus- 

manninger, di Kota Graz, Austria, 1887 

(Sumber: https://www.anfrix.com/2006/10/la-  

promesa-de-boltzmann/). 

Bersama dengan para mahasiswa program doktornya, Boltzmann mengem- 

bangkan persamaan 1.1 dan persamaan 1.9 di atas untuk menyelesaikan banyak 

persamaan yang berguna bagi perkembangan ilmu pengetahuan ilmu dasar yang 

lain diantaranya untuk ilmu kinetika kimia yang dikembangkan oleh Arrhenius 

dan ilmu elektrokimia yang dikembangkan oleh Nernst. 

 

 

 
Arrhenius melanjutkan penelitian Boltzmann dalam menentukan konsep 

kinetika dan tetapan laju reaksi kimia, kr, dengan Hukum Laju reaksi kimia 

dengan ungkapan: 

k = A f   T   exp 
ε 

(1.11) 
kT 

dimana A adalah tetapan Arrhenius yang harganya dipengaruhi oleh tempe- 

ratur T dan kecepatan vi dari sistem yang mengandung molekul i. Sedangkan 

ε adalah besar energi aktivasi yang menentukan suatu tumbukan berlangsung 

reaktif menghasilkan produk reaksi. 

 

 

  1.2 Fungsi Distribusi Maxwell 

Pada waktu dan tempat yang berbeda, Maxwell juga mengajukan hasil peneliti- 

annya tentang distribusi suatu sistem molekul i. Ungkapan distribusi Maxwell 

dinyatakan oleh: 

 

 

Gambar 1.6: James Clerk Maxwell, pe- 

nemu radiasi gelombang elektromagnetik 

dan kecepatan cahaya, c. (Sumber: ht- 

tp://www.converter.cz) 

fi = A exp
    
− βmiv2

 
(1.12) 

dimana harga β adalah suatu fungsi yang harganya bergantung pada peru- 

bahan temperatur T, dengan ungkapan: 

http://www.anfrix.com/2006/10/la-
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i 

i i 

 

 
 

1 
β ∼ 

T 
(1.13) 

Persamaan 1.12 ini menghasilkan kurva yang hampir sama dengan persa- 

maan 1.5, dan diungkapkan dengan kurva seperti pada Gambar 1.7. Dimana 

perbedaan temperaturTi dinyatakan oleh: 

 
β1 > β2 > β3 > β4 > β5 

T1 < T2 < T3 < T4 < T5 

 
(1.14) 

 
 
 

Distribusi Fungsi Kecepatan Temperatur 

f1 β1 T1 

f2 β2 T2 

f3 β3 T3 

f4 β4 T4 

f5 β5 T5 

Pada kedua fungsi distribusi Maxwell dan fungsi distribusi Boltzmann 

adalah dibedakan oleh faktor fungsi temperatur T pada masing-masing α dan 

β. Sehingga mengasilkan kurva yang tidak sama namun memiliki makna yang 

sama, yaitu pada kecepatan: 

 

vi = 0 (1.15) 

akan menghasilkan harga probabilitas yang paling tinggi. Hal ini karena 

proses distribusi molekul terjadi pada kondisi kecepatan rendah. 

Maxwell kemudian melanjutkan dengan data distribusi kecepatan tinggi, 

dan hal yang sama dengan Boltzmann, Maxwell mengalikan persamaan 1.12 

dengan kuadrat kecepatan v2, sehingga dihasilkan: 

 

fi = Av2 exp
    
− βmiv2

 
(1.16) 

Tabel 1.3: Eksperimen penentuan distribusi 

Maxwell. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Persamaan distribusi Maxwell 1.16 ini adalah identik dengan persamaan 

distribusi Boltzmann 1.9, yang dibedakan ada faktor koeffisien α dan β pada 

masing-masing persamaan keduanya. 

Persamaan distribusi Maxwell 1.16 ini dapat diungkapkan berupa kurva 

seperti yang tampak pada Gambar 1.8, dimana berlaku: 

Gambar 1.7: Kurva probabilitas  fi terhadap 

vi. 

 
β1 > β2 > β3 

T1 < T2 < T3 

 
(1.17) 

Tabel 1.4 ini mencerminkan Gambar 1.8 yang menunjukkan ditribusi yang 

semakin ke kanan semakin mengecil probabilitas fungsi kecepatannya, dan 

semakin tinggi temperatur maka semakin kecil fungsi kecepatannya. 

 

 

 

Gambar 1.8: Kurva probabilitas fi terhadap 

vi. 
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i = i — 
2

 i 

kT 

v2 exp — 
2

 
i 

kT 

 

 
 

 

 

 

 

Tabel 1.4: Eksperimen penentuan distribusi 

kecepatan Maxwell. 

Data distribusi Maxwell ini secara terpisah menghasilkan data ditribusi yang 

setara dengan data distribusi Boltzmann, sehingga kelak dikenal sebagai data 

ditribusi Maxwell-Boltzmann. 

 

Distribusi Fungsi Kecepatan Temperatur 

f1 β1 T1 

f2 β2 T2 

f3 β3 T3 

 

 
1.2.1 Distribusi Maxwell-Boltzmann 

Harga α hasil penurunan persamaan Boltzmann 1.9 ini adalah identik dengan 

harga β hasil penurunan persamaan Maxwell 1.12, sehingga didapat bahwa: 

1 
α = β ∼ 

T 
(1.18) 

Boltzmann menjelaskan bahwa harga α adalah besaran yang bergantung 

pada temperatur dengan memasukkan tetapan yang kemudian disebut sebagai 

tetapan Boltzmann, k, sehingga didapat: 

1 
α = 

2kT 
(1.19) 

Sehingga gabungan dari kedia fungsi distribusi kecepatan Maxwell dan 

Boltzmann menghasilkan Distribusi Maxwell-Boltzmann, yaitu: 

f Av2 exp 

       
miv

2 
! 

(1.20) 
 

selanjutnya perlu ditentukan harga tetapan A untuk melengkapi harga dari 

fungsi distribusi Maxwell-Boltzmann. 

 

1.2.2 Tetapan fungsi distribusi kecepatan, A 

Harga tetapan A didapat dari perhitungan matematis dari teori kecepatan mole- 

kul yang terukur yang melibatkan jumalah molekul n, massa dari molekul m, 

serta temperatur yang terjadi dan besaran dari tetapan Boltzmann k itu sendiri, 

sehingga A diungkapkan sebagai: 
 

 

A = ni 
   mi        

3/2 

2πkT 

 
(1.21) 

Sehingga didapat ungkapan fungsi distribusi kecepatan Maxwell-Boltzmann, 

yaitu: 

  
   mi      

  3/2 

   

miv2 
!
 

  
i 

kT π 2 
fi = ni (1.22) 
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v2 exp — 
2

 
i 

kT 

 
 

kemudian persamaan distribusi Maxwell-Boltzmann ini akan dimodifikasi 

untuk menjelaskan peristiwa tumbukan antar molekul, baik tumbukan non 

reaktif maupun tumbukan reaktif. 

 

 

  1.3 Modifikasi Fungsi Distribusi Maxwell- 

Boltzmann 

Fungsi distribusi Maxwell-Boltzmann berkembang luas ke berbagai ilmu pe- 

ngetahuan dasar salah satunya untuk mempelajari tumbukan antar molekul 

baik tumbukan non-reaktif maupaun tumbukan reaktif. Perluasan fungsi dis- 

tribusi Maxwell-Boltzmann ini dilakukan salah satunya dengan memodifikasi 

persamaan fungsi distribusi Maxwell-Boltzmann. 

Persamaan fungsi distribusi Maxwell-Boltzmann dapat diungkapkan kem- 

bali menjadi: 

 

  
   mi      

  3/2 

   

miv2 
!
 

 
 

 

= f i

  
r, vi, t

 
 

Persamaan 1.23 ini menjadi persamaan yang sangat penting dalam modi- 

fikasi persamaan Boltzmann untuk berbagai kajian sistem tumbukan bereaksi 

kimia. 

 

1.3.1 Sistem reaksi satu komponen 

Untuk sistem bereaksi satu komponen, Prigogine and Xhrouet [1949] menje- 

laskan pengaruh reaksi kimia yang menjadi gangguan bagi fungsi distribusi 

kecepatan Maxwell-Boltzmann, sedangkan Xystris and Dahler [1978] telah 

mempelajari model transport momentum dalam campuran gas encer bereaksi. 

Shizgal and Karplus [1970] menjelaskan kontribusi sistem tak setimbang terha- 

dap kecepatan reaksi melalui metoda gangguan Chapman-Enskog ξ
(r)terhadap 

fungsi distribusi kecepatan, dengan ungkapan: 

 

fi = f (0) + f (1) + f (2) + . . . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Gambar 1.9: Ilya Prigogine (Sumber: ht- 

tps://www.nature.com/articles/424030a). 

i i i (1.24) 
= f 

(0) 
+ ξ f 

(1) 
+ ξ(2) f 

(2) 
+ . . . 

i i i 

Popielawski [1985] juga telah menerangkan teori interaksi antara reaksi 

kimia dan proses viskositas dalam gas-gas encer. Baradja [1988] yang mempe- 

lajari efek reaksi kimia pada proses viskositas dalam sistem campuran gas-gas. 

Present [1959] mempelajari beberapa metoda deduktif teori mekanika sta- 

tistik pada kinetika kimia, yang secara formal, mempelajari koreksi tatapan 

kecepatan reaksi kimia. 

(1.23) 
i kT π 2 

fi = ni 

http://www.nature.com/articles/424030a)
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1.3.2 Sistem reaksi dua komponen 

Sedangkan untuk sistem bereaksi dua komponen, Shizgal and Karplus [1971] 

menjelaskan kontribusi sistem campuran tak setimbang terhadap kecepatan 

reaksi melalui metoda isoternal sistem multi komponen. Ross and Mazur 

[1961] mempelajari beberapa metoda deduktif teori mekanika statistik pada 

kinetika kimia, yang secara formal, mempelajari koreksi tetapan kecepatan 

reaksi kimia. 

 

Di fi = Di f 
(0) 

+ ξ Di f 
(1) 

+ ξ(2) Di f 
(2) 

+ . . . 
i i i 

Je,ij = J
(0) 

+ ξ J
(1) 

+ ξ(2) J
(2) 

+ . . . (1.25) 
e,ij  e,ij  e,ij  

Jr,i = J
(0) 

+ ξ J
(1) 

+ ξ(2) J
(2) 

+ . . . 
r,i r,i r,i 

 
 

 
Gambar 1.10: Model kontur koordinat tum- 

bukan reaksi dua komponen. 

Nowakowski and Popielawski [1994] menyelesaikan persamaan Boltzmann- 

Lorentz guna mempelajari pengaruh reaksi kimia terhadap proses diffusi. Imam- 

Rahayu [1995a] mempelajari pengaruh reaksi kimia terhadap proses dalam cam- 

puran gas-gas, melalui penyelesaian persamaan Boltzmann tahap pendekatan 

Navier-Stokes. 

 
1.3.3 Penyelesaian umum Persamaan Boltzmann 

Secara umum penanganan masalah teori interaksi diatas, adalah melalui penye- 

lesaian persamaan Boltzmann yang dimodifikasi akibat adanya reaksi kimia 

melalui cara gangguan Chapman-Enskog [Imam-Rahayu, 1995a]. Dimana, 

untuk sistem bereaksi satu komponen, telah diselesaikan tiga tahap pendekatan, 

yaitu: tahap pendekatan Euler yang menghasilkan penyelesaian berupa fungsi 

distribusi Maxwell dan persamaan perubahan tahap Euler, tahap pendekatan 

Navier-Stokes yang menghasilkan penyelesian fungsi gangguan dan persamaan 

perubahan tahap Navier-Stokes, serta tahap pendekatan Burnett, dimana pada 

tahap ini diselesaikanhanya pada bagian linear dari persamaan Boltzmann yang  

diselesaikan. 

 

Je,ii + Je,ij = − Di fi − Jr,i (1.26) 

Sehingga dari ketiga penyelesaian ini, dapat juga dipelajari kesalahan azas 

Curie, yang melarang pengkaitan antara gaya-gaya dengan orde ketensoran yang 

berbeda partisinya. Sedangkan bagi sistem campuran bereaksi dua komponen 

penyelesaiannya baru pada tahap pendekatan Navier-Stokes, belum sampai 

pada tahap pendekatan Burnett. Hal ini dikarenakan pada tahap pendekatan 

Burnett membutuhkan persamaan perubahan tahap Navier-Stokes, yang mana 

sampai sekarang belum diturunkan orang [Imam-Rahayu, 1995a]. 

 
1.3.4 Dinamika tumbukan bereaksi 

Besaran-besaran yang diukur di atas masih bersifat makroskopik, sehingga 

diperlukan teori-teori kinetika kimia yang meninjau reaksi kimia pada tingkat 



SELAYAN G PANDANG TEN TAN G PERSAM AA N BOLTZM ANN 9 
 

 

 

 

molekulnya. Untuk itu tinjauan secara mikroskopik dapat menjelaskan lebih 

jauh tentang adanya pengaruh dinamika tumbuhan reaktif [Martoprawiro, 1990]. 

Dalam dinamika tumbukan reaktif tingkat molekular, tidak hanya penting untuk 

memahami sifat reaktivitas kimia tetapi juga untuk sistem tak setimbang [Levine 

and Bernstein, 1974]. Sehingga tumbukan reaktif mempunyai hubungan dengan 

proses-proses transport yang dipengaruhi reaksi kimia. Proses-proses transport 

yang dipengaruhi reaksi kimia, pada tingkat pendekatan lebih tinggi, akan 

menghasilkan koreksi terhadap fungsi distribusi kecepatan, walaupun koreksi 

yang sangat kecil [Hirschfelder et al., 1964]. 

Dalam buku ini akan dipelajari modifikasi bentuk-bentuk persamaan peru- 

bahan sampai tahap pendekatan Navier-Stokes akibatnya adanya reaksi kimia 

daam sistem campuran gas dua komponen, melalui metode Enskog dan pe- 

nyelesaian persamaan Boltzmann melalui metoda gangguan Chapman-Enskog. 

Diharapkan pada tahap pendekatan Navier-Stokes ini muncul transport baru da- 

lam teori kinetika kimia, yang diusulkan oleh Shizgal and Karplus [1970], yaitu 

transport reaktif kimia (chemical reactive flux) dan koefisien transport reaktif (re- 

active transport coefficient). Sehingga nantinya pada tahap pendekatan Burnett, 

dapat diharapkan mulai terdapat pengaruh reaksi kimia trhadap proses-proses 

transport termasuk harga-harga besaran transport sistem, seperti: koeffisien 

viskositas, koeffisien hantaran kalor dan koeffisien diffusi. Dan selanjutnya 

akan diperiksa lebih lanjut kesesuaiannya dengan azas Curie [Imam-Rahayu, 

1995a]. 

Diharapkan dalam buku ini akan memberi sumbangan bagi pengembangan 

teori kinetik gas, khususnya teori interaksi antara reaksi kimia dan proses -proses 

transport dalam sistem bereaksi campuran gas-gas [Imam-Rahayu, 1995a]. Dan 

juga merupakan landasan dari termodinamika proses-proses tak reversibel. 

 

 

 

 

Gambar 1.11: Joseph Hirschfelder (Sum- 

ber: https://Search.library.wisc.edu/digital/ 

AIAI3ACF326ASY8W). 



 

 



 

 

    

 

 

 

2 
Modifikasi Persamaan Boltzmann 

Bagi Reaksi Kimia 

 
PENURUNAN P ERSAM AAN BO LTZMA NN bagi sistem campuran gas biner dapat diturunkan melalui argumen fisik 

klasik [McQuarrie, 1973]. 

 

 

  2.1 Persamaan Boltzmann 
 

Dalam sistem ini, yang merupakan sistem tak setimbang, diasumsikan cukup 

encer sehingga hanya ada interaksi antara dua partikel, yang dapat diilustrasikan  

bahwa dalam suatu sistem gas yang terdiri dari sejumlah N molekul dalam suatu 

tempat dengan volume V, maka kecepatan molekul v, tidak sama satu dengan 

yang lain. Sehingga terjadi suatu distribusi kecepatan diantara sejumlah N 

molekul tersebut. Hal ini menunjukkan seberapa besar jumlah molekul yang 

memiliki kecepatan tertentu, mulai dari kecepatan nol hingga kecepatan sangat 

besar [McQuarrie, 1973]. 

Perbedaan kecepatan ini disebabkan oleh tumbukan antara sesama molekul,  

yang menyebabkan pertukaran energi antara satu dengan yang lain. Dalam 

sistem gas-gas tak setimbang, distribusi kecepatan ini tidak sama pada seti- 

ap posisi r, yang kemudian terwujud dengan adanya gradien-gradien dalam 

kerapatan molekul, yaitu jumlah molekul per satuan volume dan kecepatan 

molekul rata-rata atau kecepatan rata-rata gas [McQuarrie, 1973]. Distribusi 

kecepatan diwujudkan dalam suatu fungsi distribusi kecepatan bagi A atau B, 

dengan ungkapan [Imam-Rahayu, 2001], sebagai berikut: 

 

fA ≡  fA  r, vA, t (2.1) 

Maka dari Persamaan 2.1 ini, didapat fungsi distribusi kecepatan merupakan 

fungsi posisi r, kecepatan vA dan waktu t. Sehinga didapat makna fisik dari 

model fungsi distribusi kecepatan ini diungkapkan: 

 

 

Gambar 2.1: Model kontur koordinar reaksi 

pada Persamaan 2.2. 
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∂t 

∂r mA ∂vA 

∂r mA ∂vA ∂t 

 

 

 

fAdrdvA ≡  fA   r, vA, t   drdvA (2.2) 

Yang diartikan sebagai jumlah molekul yang memiliki kecepatan antara 

Persamaan 2.1 dan Persamaan 2.2, dan terletak antara Persamaan 2.1 dan 

Persamaan 2.2 pada waktu t [McQuarrie, 1973]. 

Sehingga penurunan persamaan Boltzmann dimulai bahwa fungsi distribusi  

kecepatan pada Persamaan 2.2 ini dan akan mengalami perubahan distribusi 

terhadap waktu. Perubahan Persamaan Boltzmann ini akan dibagi menjadi dua 

ungkapan, yaitu: 

 

1. Persamaan Boltzmann Homogen, yaitu yang disebabkan oleh adanya gerak- 

an molekul tanpa tumbukan. 

2. Persamaan Boltzmann Non-Homogen, yaitu yang disebabkan oleh adanya 

gerakan molekul dengan tumbukan. 

 
2.1.1 Persamaan Boltzmann homogen 

Perubahan fungsi distribusi kecepatan akibat adanya pergerakan molekul dalam  

ruang dan waktu tanpa adanya tumbukan, dapat dirumuskan melalui rumus- 

rumus deret Taylor-McLaurin [Hirschfelder et al., 1964], sehingga perubahan 

ini dapat diungkapkan menjadi: 

 

f A

  
r, vA, t

  
drdvA = f A

  
r, vA, t

  
drdvA 

+ 

      

vA •   
∂ fA  

    

dt + 

   
FA

 

• 
∂ fA 

   

dt
  

(2.3) 
 

Gambar 2.2: Model keadaan homogen, tanpa 

tumbukan dan tanpa reaksi. 
+ 

  
∂ fA  

    

dt

   

+ . . .

   

drdvA 

dimana pada Persamaan 2.3 ini terdapat faktor koreksi bagi molekul A, KA, 

terhadap Persamaan 2.2, yaitu: 

 

KA = 

     

vA •   
∂ fA 

    

dt + 

  
FA  

•   
∂ fA  

    

dt + 

  
∂ fA 

    

dt

  

+ . . .

   

drdvA 

∂r mA ∂vA ∂t  
(2.4) 

Dan pada faktor koreksi ini terdapat suku koreksi, yaitu suatu notasi operator 

perubahan fungsi terhadap waktu, DA fA, yaitu: 

 

  
DA f A

 
dt = 

  

vA •   
∂ fA 

    

dt + 

  
FA  

•   
∂ fA 

    

dt + 

  
∂ fA 

    

dt (2.5) 

 

Sebagai syarat persamaan Boltzmann yang berkarakter homogen, dimana 

perubahan-perubahan yang terjadi dianggap nol atau tidak ada tumbukan antar 

molekul, maka pada Persamaan 2.5 akan berlaku ungkapan sebagai berikut: 
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AB 

AB 

AA′ AB 

AB 

AA′ AB 

AB 

∂r mA 
•  

∂vA ∂t 

∂r mA ∂vA ∂t 

∂r mi ∂vi 

i i i A i ∑ AA′ A 

 

 

 
 

∂ fA 
   

+ 

  
FA 

DA fA = 0 

∂ fA  
    

+ 

  
∂ fA  

    

= 0 
(2.6) 

 

Persamaan 2.6 dapat diungkapkan menjadi: 

DA fA = 

  

vA •   
∂ fA  

    

+ 

  
FA  

•   
∂ fA  

    

+ 

  
∂ fA

 

(2.7) 

Persamaan 2.7 ini, tidak lain, adalah persamaan Boltzmann homogen fungsi 

distribusi kecepatan akibat pergerakan molekul tanpa tumbukan. 

 

2.1.2 Persamaan Boltzmann non-homogen 

Perubahan fungsi distribusi kecepatan akibat adanya tumbukan antar kelompok 

molekul A dan kelompok B melalui asumsi-asumsi berikut [Imam-Rahayu, 

2001]: 

1. Terjadi tumbukan asli [Hirschfelder et al., 1964], yaitu tumbukan antar 

kelompok molekul dengan kecepatan vA dan vB yang ‘hilang’ dan mengha- 

silkan molekul dengan kecepatan vA + dvA dan vB + dvB, yang jumlahnya 

dinotasikan oleh ∑ J
(−)

rdvAdt. 

2. Terjadi tumbukan invers [Hirschfelder et al., 1964], yaitu tumbukan antara 

molekul dengan kecepatan vA + dvA dan vB + dvB yang ‘masuk’ dan meng- 

hasilkan molekul dengan kecepatan vA dan vB, yang jumlahnya dinotasikan 

oleh ∑ J
(+)

rdvAdt. 

Akibat kedua asumsi jenis tumbukan di atas, maka melalui rumus-rumus 

deret Taylor-McLaurin [Hirschfelder et al., 1964], perubahan ini dapat diung- 

kapkan dengan notasi FABmenjadi: 

 

 
Gambar 2.3: Model keadaan non-homogen, 

tanpa tumbukan dan tanpa reaksi. 

 

 
FAB = fA

  
r, vA, t

  
drdvA + ∑ J(+) drdvAdt + ∑ J(+)drdvAdt 

= f i

 
r, vi, t

  
drdvi + 

      

vi •   
∂ fi 

    

dt + 

  
Fi

 • 
∂ fi 

  

dt
 

 
+ 

  
∂ fi 

    

dt

  

+ . . .

   

drdv + J(−) drdv   dt 

∂t 

+ ∑ J(−)drdvAdt 

i ∑ AA′ A 

Atau dapat diungkapkan bila memasukkan Persamaan 2.6, yaitu: 
 

 
FAB = fA

 
r, vA, t

  
drdvA + ∑ J(+) drdvA dt + ∑ J(+)drdvAdt 

= f 
  

r, v , t
  

drdv +
  
D f 

 
drdv dt + J(−) drdv   dt (2.9) 

+ ∑ J(−)drdvAdt 

(2.8) 

vA • 

A 
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AA′ AB 

AA′ AB 

AB 

        

AB 

    

A AA′ AA′ AB AB 

A B 

AB AB A B 

 
 

Maka pada Persamaan 2.9 ini untuk i = A dan ruas kanan dan ruas kiri 

dibagi oleh drdvA [Imam-Rahayu, 2001] akan menjadi: 
 

  
DA

 

fA

 
dt = f A

 
r, vA , t

 
+ ∑ J(+) dt + ∑ J(+) dt 

 
(2.10) 

— fA 
 

r, vA , t
   
− ∑ J(−) dt − ∑ J(−) dt 

 

Sehingga Persamaan 2.10 dapat juga diungkapkan sebagai: 

 

  
D f 

 
dt = 

 
J(+) − J(−) 

   

dt + 
 

J(+) − J(−)
  

dt (2.11) 
 

Persamaan 2.11 ini, tidak lain, adalah persamaan non-homogen fungsi 

distribusi kecepatan akibat pergerakan molekul dengan tumbukan. 

Persamaan 2.11 juga sesuai dengan postulate of Boltzmann, yang menya- 

takan bahwa perubahan fungsi distribusi kecepatan akibat adanya tumbukan  

merupakan selisih antara jumlah yang ‘hilang’ dari kelompok kecepatan tertentu  

yang ‘masuk’ dari kelompok kecepatan tertentu, sebagai akibat tumbukan antar 

dua komponen [Imam-Rahayu, 2001]. 

Selanjutnya akan diungkapkan ruas kanan Persamaan 2.11, dimana besar 

J(−) adalah sebanding dengan f vA maupun f vB , sehingga besaran ini 

menerangkan bahwa semua fungsi distribusi kecepatan dievaluasi pada posisi r 

dan waktu t. Dan alasan yang sama, maka pertambahan molekul pada kumpulan 

vA, vB   sebagai akibat tumbukan invers diungkapkan oleh besaran J(+)
, yang 

sebanding dengan f 
  

v′  
   

maupun f 
  

v′  
   

[Imam-Rahayu, 2001]. 

Dengan demikian ruas kanan Persamaan 2.11 adalah jumlah dari semua 

harga kecepatan vA dan semua arah kedatangan molekul rB, [Imam-Rahayu, 

2001] yang dapat diungkapkan oleh: 

 

∑
 

J(+) − J(−)
  

dt = 

∫   

f 
  

v′  
     

v′  
  
− f 

 
v 

  
v
   

drBdvB   (2.12) 

 

 

 
 

 
Gambar 2.4: Ilustrasi Luas penampang dan 

volume tumbukan dalam koordinat silindris. 

Adopsi dari P. W. Atkins, Physical Chemistry,  

Oxford, 1998 

Selanjutnya drBdvB pada Persamaan 2.12 ini akan dijelaskan melalui teori 

hamburan tumbukan klasik. 

 

 

  2.2 Teori Hamburan Tumbukan 

Dari Persamaan 2.12, maka dapat diilustrasikan melalui gambar yang menje- 

laskan adanya arah kedatangan molekul B sebagai penumbuk dan molekul A 

sebagai tertumbuk. Dari tumbukan kedua molekul akan menghasilkan luas pe- 

nampang dan volume tumbukan. Keduanya diungkapkan dalam dua koordinat. 

Pertama, koordinat silindris yang menjelaskan saat sebelum hamburan, kedua, 

koordinat polar yang menjelaskan saat setelah tumbukan: 

A ∑ ∑ 

A B 
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AB 

    

dΩ 

 
J(+) − J(−) 

  
dt = 0 (2.17) 

AB AB 

A B 

= 

∫   

f 
  

v′   
     

v′  
   
− f 

  
vA

    
vB

    

gAB 

   
dδAB 

    

dΩdvBdt 

 

 

Maka dengan memperhatikan arah molekul penumbuk dan tertumbuk, drB 

adalah volume tumbukan dalam koordinat silindris, dengan ungkapan [McQu- 

arrie, 1973]: A 

 

drB = bdbdϕdz (2.13) 

Dari ilustrasi di atas, maka rB dalam persamaan 2.13 adalah arah kedatangan 

molekul B. Bila z adalah arah tumbukan molekul, b adalah jarak radial dari 

sumbu z, ϕ adalah sudut sekeliling sumbu z. Perhitungan bagi kecepatan 

tumbukan antara molekul A dan molekul B diungkapkan dengan notasi gAB, 

yaitu: 

g = 
dz 

dt 
Atau dengan ungkapan lain bahwa: 

 
(2.14) 

 

Gambar 2.5: Ilustrasi Luas penampang dan 

volume tumbukan dalam koordinat polar. 

Adopsi dari P. W. Atkins, Physical Chemistry, 

Oxford, 1998 

dz = gABdt (2.15) 

Ungkapan gAB tersebut juga merupakan kecepatan relatif antar partikel 

[Imam-Rahayu, 1995b], [Shizgal and Karplus, 1970], maka konversi koordinat 

silindris pada persamaan 2.13 dapat diubah menjadi koordinat polar mengha- 

silkan, yaitu: 

drB = gAB 

   
dδAB  

    

dΩdt (2.16) 

Dengan demikian drB adalah volume tumbukan dalam koordinat polar, 

dimana 
dδAB 

adalah penampang lintang differensial (differential cross- 
dΩ 

section) yang sebanding dengan bdbdΩ, dimana Ω adalah ‘sudut ruang’ atau 

solid angle pada tumbukan Molekul A dan molekul B tersebut. Menggunak- 

an ungkapan-ungkapan ini akhirnya didapat ungkapan ‘integral tumbukan’, 

dan hal ini yang sesuai dengan postulat Bolztmann [Prigogine and Xhrou- 

et, 1949],[Imam-Rahayu, 2001], maka bila tumbukan antar molekul A dapat 

diabaikan, dimana: 
 

∑ 

maka didapat ungkapan: 

 
AA′ 

 
AA′ 

 

  
DA fA

 
dt = ∑

 
J(+) − J(−)

  
dt 

= 

∫   

f 
  

v′   
     

v′  
  
− f 

  
v A

    
vB

    

drBdvB 

 

A B 

 

 
Maka akan didapat: 

dΩ 

(2.18) 
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A B dΩ 

∂r ∂t 

 

 

 

DA fA = 

∫   

f 
  

v′   
     

v′  
   
− f 

  
v A

    
vB

    

gAB 

   
dδAB 

    

dΩdvB   (2.19) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
Gambar 2.6: Susanto Imam-Rahajoe (Sum- 

ber: https://www.chem.itb.ac.id/tribute-to- 

alm-prof-susanto-imam-rahayu-ph-d). 

Persamaan 2.19 dikenal dengan persamaan Boltzmann, dimana ruas kiri 

adalah suatu notasi ungkapan diferensial, sedangkan ruas kanan suatu integral. 

Dengan demikian persamaan ini adalah suatu persamaan integro-differential 

bagi perkembangan fungsi distribusi kecepatan fi dalam suatu sistem gas yang 

tak-setimbang (non-uniform). 

Penyelesaian persamaan ini kan menghasilkan ungkapan bagi fungsi dis- 

tribusi kecepatan fi sistem gas-gas yang non-uniform, yang dapat digunak- 

an untuk menghitung berbagai besaran-besaran makroskopik [Imam-Rahayu, 

1995b],[Imam-Rahayu, 2001]. 

Persamaan Boltzmann di atas memiliki sifat yang berbeda dengan persa- 

maan gerak dalam mekanika klasik, yaitu dalam sistem simetrinya terhadap 

arah waktu. Persamaan mekanika klasik kebanyakan adalah kekal (invariant) 

terhadap waktu, artinya persamaan berlaku bagi arah ‘maju’ maupun arah 

‘mundur’ dalam waktu t. 

Hal ini dapat dilihat dengan mengganti t menjadi −t dan vi menjadi −vi. 

Bila pergantian ini tidak mengubah persamaan, maka persamaan ini disebut 

sebagai invariant terhadap waktu. Bila operasi yang sama dilakukan terhadap 

persamaan integro-differential Boltzmann, maka didpat bahwa ruas kiri akan 

mengalami perubahan tanda, sedangkan ruas kanan tidak mengalami perubah- 

an. Dengan demikian persmaan integro-differensial Boltzmann tidak invariant 

terhadap waktu, yang berarti persamaan ‘sudah’ memiliki arah waktu tidak 

mungkin dibalik lagi arahnya [Imam-Rahayu, 2001]. 

 

 

  2.3 Notasi Di fi 

Bila sistem diasumsikan tidak mengalami gaya luar, yaitu: 

 
FA = 0 (2.20) 

yang mana tidak mengurangi sifat umum dalam pembahasan persamaan 

Boltzmann [Imam-Rahayu, 1995b],[Imam-Rahayu, 2001], maka ruas kiri per- 

samaan 2.19 dapat dinotasikan sebagai: 

DA fA = 

  

vA •   
∂ fA  

    

+ 

  
∂ fA

 

(2.21) 
 

Sehingga persamaan 2.19 di atas, dapat dilakukan penyederhanaan penulis- 

an, yaitu: 

DA fA = −JA A

  
f , f 

  
− JAB

   
f , f

 
(2.22) 

http://www.chem.itb.ac.id/tribute-to-
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A B dΩ 

 

 

Dimana pada ruas kiri menggambarkan fungsi distribusi yang mengalami 

perubahan terhadap waktu sebagai akibat gerakan dalam fasa ruang,  sedangkan 

bagian kanan adalah integral tumbukan, dengan ungkapan: 
 

JAB

   
f , f 

   
= 

∫    

fA fB − f 
′   

f 
′    

    

gAB 

   
dδAB  

    

dΩdvB (2.23) 
 

Maka atas dasar persamaan 2.23 di atas dan dengan pengertian yang sama 

bagi molekul B, persamaan Boltzmann 2.22 menjadi [Imam-Rahayu, 1995b]: 

 

DA fA = −Je,AA − Je,AB 

DB fB = −Je,BB − Je,BA 

 
(2.24) 

dimana notasi e adalah tumbukan elastik antar molekul A atau antar molekul 

B atau antara molekul A dengan molekul B, tanpa terjadinya reaksi. 

 
 

  2.4 Modifikasi Persamaan Boltzmann 

Modifikasi persamaan Boltzmann pada sistem gas tak-setimbang, yang di dalam- 

nya terjadi tumbukan reaktif, dapat dilakukan dan bertujuan untuk mempelajari  

pengaruh reaksi kimia pada proses transport [Imam-Rahayu, 1995b], [Prigo- 

gine and Xhrouet, 1949], [Shizgal and Karplus, 1971]. Perluasan persamaan 

Boltzmann ini tiba pada asumsi bahwa tidak semua tumbukan antar molekul 

berlangsumg secara elastik, tetapi perlu dipertimbangkan pula kemungkinan 

terjadinya tumbukan yang reaktif. Sehingga dapat dimunculkan pengaruh re- 

aksi kimia terhadapsifat-sifat sistem non-uniform. Dimulai dari tinjauan suatu 

sistem campuran gas yang terdiri atas dua komponen A dan B, sedemikian rupa 

sehingga antara keduanya dapat terjadi tumbukan reaktif, yang mengikuti reaksi  

berikut: 

 
 

Gambar 2.7: Ilustrasi tumbukan molekul A 

dan molekul B pada kontur koordinat reaksi. 

 

A + B −→ AB (2.25) 

Dalam pembahasan ini digunakan dua asumsi, pertama bahwa keadaan 

sistem jauh dari kesetimbangan atau keadaan cukup dini sehingga reaksi balik 

dapat diabaikan. Asumsi kedua bahwa tidak terjadi tumbuka reaktif antar 

sesama komponen A atau sesama komponen B, sehingga satu-satunya tumbuka 

reaktif adalah reaksi yang ditulis seperti di atas [Imam-Rahayu, 1995b]. 

Fungsi distribusi kecepatan bagi komponen A adalah: 

 

fA ≡ f 
 
r, vA, t

 
 

= f 
 
r, vA, t

  
drdvAdt 

= f 
 

r, t
  

drdt •   f 
 

vA

 
dvA 

(2.26) 
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Pada persamaan 2.26 ini terungkap adanya besaran yang menyatakan bah- 

wa f vA dvA adalah kecepatan molekul A pada posisi r dan waktu t yang 

memiliki kecepatan antara vA dan vA + dvA   . 

Pengertian yang sama berlaku bagi fungsi distribusi kecepatan komponen 

B, yaitu 

 

fB = f   r, t drdt · f   vB   dvB (2.27) 

Maka secara molekular, akan diungkapkan suatu model persamaan yang 

didasarkan pada asumsi-asumsi bahwa: 

1. Sistem tidak mengalami gaya-gaya luar yang bekerja 

2. Tidak semua tumbukan reaktif adalah dengan energi cukup sehingga proses 

reaksi kimia hanya terjadi bila tumbukan berlangsung dengan energi relatif 

di atas suatu ambang batas tertentu. 
 

 

 

 
 

Gambar 2.8: Koordinat reaksi pada tumbukan 

molekul A dan molekul B. 

Dengan kata lain, model ini mengandung konsep energi pengaktifan [Imam- 

Rahayu, 2001], yang lebih jauh akan diterangkan melalui konsep dinamika 

reaksi molekular, pada bab berikutnya. 

Sehingga modifikasi persamaan Boltzmann adalah dengan menambahkan 

pada ruas kanan persamaan 2.24 oleh suatu integral tumbukan tertentu, yang 

menggambarkan perubahan fungsi distribusi akibat tumbukan reaktif, yaitu 

JrA dan JrB [Imam-Rahayu, 1995b],[Prigogine and Xhrouet, 1949]. Maka 

perkembangan mengikuti waktu dari kedua fungsi-fungsi distribusi tersebut 

dapat diberikan oleh pasangan persamaan yang saling terkait berikut: 

 

DA fA = −Je,AA − Je,AB − Jr,A 

DB fB = −Je,BB − Je,BA − Jr,B 

 
(2.28) 

dimana notasi r adalah tumbukan reaktif antar molekul A dengan molekul 

B. 

Kedua persamaan di atas untuk selanjutnya akan disebut sebagai persamaan 

integro-differensial Boltzmann bagi campuran biner yang bereaksi [Imam- 

Rahayu, 1995b], [Prigogine and Xhrouet, 1949]. 

Persamaan ini adalah perluasan dari persamaan Boltzmann bagi campuran 

tak bereaksi atau sistem bereaksi satu komponen yang telah dikenal sebelumnya  

[Imam-Rahayu, 1995b]. Dimana JeAA adalah perubahan fA akibat tumbukan 

elastik antara molekul-molekul A dan B dan JrA akibat tumbukan reaktif antara 

molekul-molekul A dan B. 

Pengertian serupa dapat diberikan pada integral-integral bagi tumbukan 

yang memberi sumbangan pada perubahan fB. Dengan mengikuti yang telah 

dikembangkan sebelumnya yaitu bagi sistem satu kmponen yang bereaksi 

[Imam-Rahayu, 1995b], maka integral-integral tersebut memiliki bentuk-bentuk, 

sebagai berikut: 
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∗ ∗ ∗ i i∗ dΩ 

i j dΩ 

 

 

 

Je,ii ≡ Je

   
fi, fi  

   
= 

∫    

fi fi  − f 
′ 
f 
′      

  

gii   

  
 dδ

 

dΩdvii 
∗ 

 

Je,ij ≡ Je

   
fi, f j

  
= 

∫    

fi fj − f 
′ 
f 
′  

   

gij 

  
  dδ 

     

dΩdvj 
(2.29) 

Jr,i ≡ Jr

   
fi, f j

  
= 

∫    

f 
′  
f 
′   

   

gijα(gij) 

  
 dδ 

     

dΩdvj 

 

dimana: 

i   j dΩ   ij
 

 

i = A, B (2.30) 

Dan dimana ada notasi i∗ yang artinya sebagai penumbuk molekul i lain 

dalam sistem. 

Pada persamaan 2.29 di atas telah muncul notasi α(gij) yang merupakan 

besaran kebolehjadian reaksi antara molekul ke i dan ke j yang bertumbukan 

dengan kecepatan awal relatif gij [Imam-Rahayu, 1995b]. 

 

 

  2.5 Metode Chapman-Enskog 

Persamaan integro-differensial Boltzmann (2.17) adalah bersifat non-homogen, 

maka penyelesaiannya dengan menggunakan metoda gangguan Chapman- 

Enskog [Chapman and Cowling, 1970],[Imam-Rahayu, 1995b],[Prigogine and 

Xhrouet, 1949], [Ross and Mazur, 1961]. Terlebih dahulu, berdasarkan si- 

fat kehomogenan tiap integral tumbukan, dilakukan penataan ulang terhadap 

persamaan (2.17), didapat [Imam-Rahayu, 1995b]: 

 

Je,AA + Je,AB = − DA fA − Jr,A 

Je,BB + Je,BA = − DB fB − Jr,B 

 
(2.31) 

Persamaan 2.31 ini adalah persamaan integral simultan dengan dua variabel 

tidak homogen, dimana kedua ruas kanannya adalah ketakhomogenan tersebut. 

Sedangkan bagian kiri adalah bagian homogennya. Sehingga penyelesaiannya 

juga menjadi dua, yaitu: penyelesaiannya homogen dan penyelesaian umum 

persamaan 2.31. 

 
2.5.1 Penyelesaian homogen 

Penyelesaian homogen didapat dari bagian homogen persamaan 2.31, yaitu: 

Gambar 2.9: Sydney Chapman, Mate- 

matikawan dari Norwegia, (Sumber: ht- 

tps://www.theoldie. co.uk/blog/i-once-met- 

sydney-chapman). 

 

Je,AA + Je,AB = 0 

Je,BB + Je,BA = 0 

 
(2.32) 

ii∗ 

ij 
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B 

kT 

 

 

Persamaan ini menghasilkan penyelesaian homogen yaitu berupa fungsi 

distribusi kecepatan bagi molekul A dan molekul B, yang merupakan fungsi 

dari besaran-besaran makroskopik yaitu konsentrasi n, kecepatan v dan suhu T, 

dengan ungkapan [Imam-Rahayu, 1995b],[Prigogine and Xhrouet, 1949], yaitu: 

 

  
  mA     

  3/2 mAv2 
!
 

  fA = nA 2πkT v2 exp — 
2kT (2.33) 

  
  mB     

  3/2 

   
mBv2 

!
 

 

Persamaan ini dikenal sebagai fungsi distribusi kecepatan Maxwell-Boltzmann 

bagi molekul A dan molekul B. 

 
2.5.2 Penyelesaian Umum 

Penyelesaian umum persamaan integro-differensial Boltzmann 2.31 di atas 

dapat diselesaikan dengan metoda gangguan Chapman-Enskog [Chapman and 

Cowling, 1970],[Imam-Rahayu, 1995a]. Asumsi yang digunakan adalah bah- 

wa karena persamaan 2.32 menggambarkan keadaan kesetimbangan, maka 

bagian kanan persamaan 2.31 yang tak homogen, dapat dianggap sebagai ‘gang- 

guan’pada keadaan kesetimbangan tersebut [Imam-Rahayu, 1995b],[Imam- 

Rahayu, 2001]. 

Interpretasi dari asumsi ini adalah masuk akal, karena operator Di fi meng- 

andung gradien-gradien besaran makroskopik, yaitu jumlah molekul n, kecepat- 

an molekul u dan suhu T. Sedangkan Jr,i menggambarkan proses reaksi kimia 

dari tumbukan. Untuk penerapan teori gangguan Chapman-Enskog, digunakan 

suatu parameter gangguan ξ, yang besarnya diasumsikan sebanding dengan 

gradien makroskopik maupun affinitas reaksi. 

Diasumsikan juga bahwa gangguan ξ sebanding dengan operator Di, hal ini 

karena melibatkan gradien posisi dan kecepatan. Dengan demikian persamaan 

2.31 dapat ditulis menjadi [Imam-Rahayu, 1995b],[Prigogine and Xhrouet, 

1949],[Ross and Mazur, 1961],[Imam-Rahayu, 2001]: 

 

Je,AA + Je,AB = −ξ
  
DA fA + Jr,A

 

Je,BB + Je,BA = −ξ
 
DB fB + Jr,B 

 

 

 
(2.34) 

Secara umum akan didapat penyelesaian umum dari penyelesaian persmaan 

2.34, yaitu: 

 

fA =  fA

  
nA, uA, T

 

fB = fB

 
nB, uB, T

 
 

 
(2.35) 

kT π 2 

A 
A 

B fB = nB v2 exp − 
2 
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A A A A A A 

ξ( fB) = ξ(0) 
  

f (0)
  

+ ξ(1) 
  

f (0), f (1)
  

+ ξ(2) 
  

f (0), f (1), f (2)
  

+ . . . 

 

 

Dimana persamaan 2.35 ini tidak bergantung terhadap waktu t, dan juga 

persamaan 2.35 melalui metoda Chapman-Enskog dapat diungkapkan dalam 

bentuk pangkat ξ, yaitu: 

 
fA = f 

(0) 
+ ξ f 

(1) 
+ ξ(2) f 

(2) 
+ . . . 

A A A (2.36) 
fB = f 

(0) 
+ ξ f 

(1) 
+ ξ(2) f 

(2) 
+ . . . 

B B B 

Dengan menggunakan persamaan 2.36 ini maka suku-suku dalam persama- 

an 2.34 akan terurai dalam pangkat ξ
(r), dan didapat: 

 
Di fi = Di f 

(0) 
+ ξ Di f 

(1) 
+ ξ(2) Di f 

(2) 
+ . . . 

i i i 

Je,ij = J
(0) 

+ ξ J
(1) 

+ ξ(2) J
(2) 

+ . . . (2.37) 
e,ij  e,ij  e,ij  

Jr,i = J
(0) 

+ ξ J
(1) 

+ ξ(2) J
(2) 

+ . . . 
r,i r,i r,i 

Dimana notasi J(r) dijabarkan melalui metoda Enskog [Chapman and Co- 

wling, 1970]. 

 

 

  2.6 Metode Enskog 

Metode Enskog sangat penting dalam menyelesaikan bentuk perumusan per- 

samaan perubahan sesuai tahap pendekatan yang diinginkan [Chapman and 

Cowling, 1970]. Metode Enskog dimulai dengan mengoreksi fungsi Maxwell, 

yaitu: 

 

fA = f (0) + f (1) + f (2) + . . . 
A A A (2.38) 

fB = f (0) + f (1) + f (2) + . . . 
B B B 

Fungsi Maxwell menjadi deret fungsi konvergen, maka bila diterapkan suatu 

parameter gangguan ξ terhadap fungsi Maxwell [Chapman and Cowling, 1970], 

didapat: 

 

ξ( fA) = ξ(0) 
  

f (0)
  

+ ξ(1) 
  

f (0), f (1)
  

+ ξ(2) 
  

f (0), f (1), f (2)
  

+ . . . 

 
Gambar 2.10: David Enskog, Mate- 

matikawan dari Swedia, (Sumber: ht- 

tps://www.mech.kth.se/ lhs/EnskogH.html). 

 

B B B B B B  
(2.39) 

 

2.6.1 Penerapan Metode Enskog pada Persamaan Boltzmann 

Penerapan Metode Enskog pada Persamaan Boltzmann pada notasi notasi J(r) 

pada persamaan 2.37, dapat dilakukan dengan ungkapan: 

http://www.mech.kth.se/
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ij i j 

ij i j i j 

ij i j i j i j 

e,BB e,BA B r,B 

 

 

 

J(0) 
= J 

  
f (0), f (0) 

 
 

J(1) 
= J 

  
f (0)

, f (1) 
   

+ J 
   

f (1)
, f (0) 

 
 

J(2) 
= J 

  
f (0)

, f (2) 
   

+ J 
   

f (1)
, f (1) 

   

+ J 
   

f (2)
, f (0) 

 
 (2.40) 

ij i j 

 

. 

i j i j 

J(r) = J 
  

f (0)
, f (r) 

   

+ J 
   

f (1)
, f (1) 

   

+ · · · + J 
   

f (r), f (0) 
 
 

 

dengan r = 1, 2, 3, . . . 

Maka melalui manipulasi aljabar didapat persamaan-persamaan dari ha- 

sil pengelompokan suku-suku dengan pangkat pada gangguan ξ yang sama, 

didapat: 

1. Kelompok ξ
(0)

: 

 

 

 
 

 
2. Kelompok 

ξ
(1)

: 

 
(0) 

e,AA 

(0) 

e,BB 

 
(0) 

e,AB = 
(0) 

e,BA = 

 
 

(2.41) 

 

J(1) 
+ J(1) = − DA f 

(0) 
− J(0) 

e,AA e,AB A r,A (2.42) 

J(1) 
+ J(1) 

= − DB f 
(0) − J(0) 

 
3. Kelompok 

ξ
(2)

: 

e,BB e,BA B r,B 

 

J(2) 
+ J(2) = − DA f 

(1) 
− J(1) 

e,AA e,AB A r,A (2.43) 

J(2) 
+ J(2) = − DB f 

(1) 
− J(1) 

 

Dengan demikian, persamaan Boltzmann 2.34 dapat diselesaikan secara 

bertahap-tahap: 

1. Penyelesaian persamaan 2.41 yang sebanding dengan gangguan ξ
(0)

, se- 

lanjutnya disebut tahap pendekatan Euler. Pada tahap pendekatan Euler ini 

juga merupakan tahap penyelesaian pada sistem kesetimbangan, yaitu tahap 

penyelesaian tidak terganggu atau homogen, yang berarti akan menghasilkan 

penyelesaian berupa fungsi distribusi kecepatan Maxwell. 

2. Penyelesaian tahan Euler ini digunakan untuk menyelesaikan persamaan 

bagi pendekatan yang lebih tinggi, yaitu persamaan 2.42 yang sebanding 

dengan ξ
(1)

, yang disebut tahap pendekatan Navier-Stokes. 

J 

J 

+ J 

+ J 

0 

0 
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3. Dan penyelesaian tahan Navier-Stokes ini digunakan untuk menyelesaikan 

persamaan 2.43 yang sebanding dengan ξ
(2)

, yang disebut tahap pendekatan 

Burnett. Pada tahap ini Burnett ini diharapkan akan muncul pengaruh reaksi 

kimia terhadap proses-proses transport [Imam-Rahayu, 1995b]. 

 
2.6.2 Penerapan Metode Enskog pada Persamaan Perubahan 

Penerapan metode Enskog pada persamaan perubahan akan dikaji dengan 

menyelesaikan dahulu rumusan besaran makroskopik, mulai dari persamaan 

kontinuitas, persamaan gerak dan persamaan neraca/kesetimbangan energi, 

serta adanya fluks-fluks dari hasil tumbukan reaktif yang terjadi. 

Rangkuman penyelesaian Persamaan modifikasi Boltzmann pada pendekat- 

an metode Enskog ini dapat dirangkumkan dalam tabel 2.1 berikut: 

 

Pendekatan Orde Tinjauan 

Euler Gangguan ξ(0) Proses difusi 
  Viskositas 

 
Navier-Stokes 

 
Gangguan ξ(1) 

Keseimbangan energi 

Proses transport: 
  Fluks termal 
  Fluks tekanan 

 
Burnett 

 
Gangguan ξ(2) 

Fluks tumbukan reaktif 

Pengaruh reaksi kimia 
  terhadap proses-proses transport 

 
Namun pada buku ini hanya dapat menyelesaikan hinga tahap Navier-Stokes, 

karena secara matematika tahapan Burnett ini sangat rumit dan semoga kelak 

dapat diselesaikan dengan baik sehingga menghasilkan pengetahuan baru dalam 

pengaruh tumbukan reaktif terhadap beberapa proses-proses transport. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Tabel 2.1: Tahapan penyelesaian Persamaan 

Boltzmann. 



 

 



 

 

  D  E

A

  A   A 

 

 

 

3 
Persamaan Boltzmann Tahap Eu- 

ler: Difusi, Viskositas dan Kese- 

imbangan Energi 

 
PERKEBANGAN T EORI KINETIK GAS akan diperoleh persamaan perubahan, yaitu suatu persamaan differensial yang 

menunjukkan adanya perubahan konsentrasi, kecepatan alir dan suhu sebagai fungsi dari posisi dan waktu [Hirschfelder 

et al., 1964]. 

 

 

  3.1 Persamaan Perubahan 

Persamaan perubahan mengekspresikan hubungan antara fluks massa, fluks 

kecepatan dan fluks energi dengan kecepatan difusi, tensor tekanan dan fluks 

panas [Hirschfelder et al., 1964]. Besaran-besaran makroskopik di atas dapat 

ditentukan dengan penyelesaian persamaan Boltzmann [Chapman and Cowling, 

1970],[Hirschfelder et al., 1964],[Imam-Rahayu, 2001]. 

Dalam merumuskan persamaan perubahan, diperlukan adanya suatu besaran 

yang harganya kekal terhadap suatu tumbukan elastik. Besaran yang harganya 

kekal tersebut adalah: massa (atau bilangan 1), momentum dan energi kinetik. 

Karena yang ditangani adalah campuran gas yang mengalir, maka kecepatan 

dan energi kinetik yang diambil adalah reaktif terhadap gerakan molekul rata- 

rata [Chapman and Cowling, 1970],[Imam-Rahayu, 1995b],[Hirschfelder et al., 

1964]. Untuk itu terlebih dahulu akan didefinisikan kecepatan rata-rata aliran 

gas, u, melalui ungkapan: 

 
 

Gambar 3.1: Ilustrasi tumbukan molekul A 

dan molekul B pada kontur koordinat reaksi, 

dengan kecepatan menuju titik transisi. 

 
u =

  1 
m v f 

nAmA + nBmB 
A + mB

D
vB fB

E

B
 

  

(3.1) 

Dimana m adalah massa molekul dan n adalah kecepatan cacah (number 

density) pada posisi r dan waktu t. Sekarang dapat didefinisikan kecepatan 
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A ∗ dΩ 

4 

fB fB∗ − fB fB∗ 

A∗ 

 

 

termal, sebagai:  
Vi = vi − u (3.2) 

Yaitu kecepatan relatif terhadap kecepatan rata-rata [Imam-Rahayu, 1995b]. 

Maka ketiga harga besaran Ψi yang kekal tersebut adalah: 

 

Ψi = 1 

Ψi = mVi 

Ψi = 
1 

mV2 

 

 
(3.3) 

2 i 

Besaran Ψi dari molekul ke i ini yang merupakan fungsi kecepatan vi akan 

mengalami perubahan harga sebagai akibat tumbukan antar molekul. Dengan 

menggunakan notasi berikut bagi integrasi [Imam-Rahayu, 1995b]: 

D 
· · · 

E 
= 

∫    

· · · 
  

dvi (3.4) 

Perubahan harga rata-rata ΨA dan ΨB dengan waktu diberikan, maka ung- 

kapan persamaan 2.31 menjadi: 

 

D
ΨA DA fA 

E

A 
= −

D
ΨA Je,AA 

E

A 
−
D

ΨA Je,AB 

E

A 
−
D

ΨA Jr,A 

E

A
 

D
ΨB DB fB 

E

B 
= −

D
ΨB Je,BB 

E

B 
−
D

ΨB Je,BA 

E

B 
−
D

ΨB Jr,B 

E

B
 

 

(3.5) 

Kedua persamaan di atas adalah perumusan bentuk umum persamaan per- 

ubahan bagi sistem yang mengandung reaksi kimia. Penerapan simetrisasi 

terhadap kedua persamaan ini menghasilkan ungkapan integral-integral [Imam- 

Rahayu, 1995b], yaitu: 

1. Tumbukan antar molekul A: 

 

D
ΨA Je,AA 

E

 = 
1 

∫    

ΨA + ΨA∗ − Ψ
′
 — Ψ

′
 

×
 

fA fA∗ − f 
′
 

′        
  

gAA    

   
  dδ 

 
  
AA∗ 

dΩdvAdvA∗ 

(3.6) 
 

2. Tumbukan antar molekul B: 

 
D

ΨB Je,BB 

E

 = 
1 

∫    

ΨB + ΨB∗ − Ψ
′
 — Ψ

′
 

B 4 
  

′     ′ 

B B∗ 
  

 dδ 
 

 

 

(3.7) 

  

dΩdvB dv B∗ 
∗ dΩ 

f 

A 
A A∗ 

× gBB∗ 
BB 
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2 B 

 

 

3. Tumbukan antar molekul A dan molekul B: 

 

 

D
ΨA Je,AB 

E

 +
D

ΨB Je,BA 

E

 = 
1 

∫   

ΨA + ΨB − Ψ
′
 — Ψ

′   
 
 

×
  

fA fB − f 
′
 f 

′    
   

gAB 

    
  dδ 

 
 dΩdvAdvB 

A  B dΩ   AB  
(3.8) 

 

 

Karena harganya kekal pada tumbukan, maka besaran-besaran Ψ akan 

memiliki sifat sedemikian rupa sehingga: 

 

 

ΨA + ΨA∗  =  Ψ
′ 

ΨB + ΨB∗  =  Ψ
′ 

ΨA + ΨB = Ψ
′
 

+ Ψ
′
 
A∗ 

+ Ψ
′
 
B∗ 

+ Ψ
′
 

(3.9) 

(3.10) 

(3.11) 

 

Besaran-besaran Ψi dikenal sebagai summational invariants, akibatnya pada 

ketiga ruas kanan persamaan 3.8 akan berharga nol. Sehingga penjumlahan 

kedua persamaan 3.5 akan menghasilkan: 

 
D

ΨA DA f A

E

A 
+

D
ΨB DB fB

E

B  
= −

  D
ΨA Jr,A

E

A 
+

D
ΨB Jr,B

E

B

 

(3.12) 

Persamaan 3.12 ini dikenal sebagai persamaan perubahan (equation of 

change) untuk besaran Ψi dalam suatu campuran biner yang bereaksi. Hal 

yang sangat penting adalah menguraikan satu per satu kedua ruas persamaan 

3.12 ini, dan hasilnya adalah bentuk-bentuk khusus persamaan perubahan, 

yaitu: persamaan kontinuitas, persamaan gerak dan persamaan neraca energi  

[Chapman and Cowling, 1970],[Imam-Rahayu, 1995b]. 

 

 
3.1.1 Ruas kanan persamaan perubahan 

 

Ruas kanan persamaan perubahan 3.12 adalah bentuk-bentuk integral tumbukan 

reaktif setelah dikalikan dengan Ψi dan diintegrasikan terhadap vi, maka akan 

diperoleh tiga macam persamaan perubahan, dimana satu untuk setiap besaran 

Ψi, didapat: 

 
1. Persamaan kontinuitas akan didapat bila ΨA = ΨB = 1, sehingga persama- 

an 3.12 menjadi: 

A 

B 

A B 

A B 
A 
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A B 

dΩ 

r = 
A 

2kT 
B 

AB ) 
dΩ 

A 

(3.15) 

 

 
 

D 
DA f A

E

A 
+

D 
DB fB

E

B
 

= −

 D
Jr,A 

E

A 
+

D
Jr,B 

E

B 

 

 

= − 
∫    

1 + 1
      

f 
′    

f 
′    

  

gABα(gAB) 

  
 dδ 

 

 dΩdvAdvB 
A B 

= −2nAnBkr 

dΩ  AB  

 
(3.13) 

Pada persamaan 3.13 ini muncul ungkapan 2nAnBkr sebagai fluks reaktif 

kimia dari tumbukan reaktif antara molekul A dan molekul B. Sedangkan 

notasi kr sebagai ungkapan tetapan laju tumbukan reaktif antara molekul A 

dan molekul B, dengan rumus: 
 

k M 
∫ 

exp 

 

 
mAv2   + mBv2 

! 

g
 

g 
dδ 
 

 
 

dΩdv dv 

 
 

dimana M adalah suatu tetapan yang nilainya adalah: 

 
  

  mA     
  3/2    

   mB     
  3/2 

  

(3.14) 

 

 

 
 

2. Persamaan gerak akan didapat bila: 

ΨA = mAVA 

ΨB = mBVB 

sehingga persamaan 3.12 menjadi: 

 

mA

D
VA DA f A

E

A 
+ mB

D
VB DB fB

E

B
 

= −

   

mA 

D
VA Jr,AB 

E

A 
+ mB 

D
VB Jr,BA 

E

B 

 

 

 

 
(3.16) 

= − 
∫   

mAVA + mBVB

    
f 
′   

f 
′  
 
 (3.17) 

× gABα(gAB)

  
 dδ

 

dΩdvAdvB 
 

= 0 

Bagian kanan dari persamaan 3.17 ini dapat diartikan sebagai persamaan 

perubahan momentum sebagai akibat reaksi, yang berharga nol. Hal ini 

karena tumbukan reaktif antara molekul A dan molekul B tidak menghasilkan 

momentum molekul AB, sehingga didapat: 

 
mAVA + mBVB = 0 (3.18) 

AB 

2πkT 2πkT 

− ABα( 
AB 

B 

M = 
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dΩ 

dT 

Dt 

: u 

2 A 
A 2 B 

B 

2 A 
A 

B 

2 A B A B 

Dt i i ∂r ∂r 

Dt ∂r ∂Vi Dt 

∂Vi ∂r 

 

 

3. Persamaan neraca energi akan didapat bila: 

 

ΨA = 
1 

mAV2 
2 A 

(3.19) 

ΨB = 
1 

mBV2 
2 B 

sehingga persamaan 3.12 menjadi: 

 

1 
mA

D
V2 DA fA

E  
+

 1 
mB

D
V2 DB fB

E
 

= − 
1 

  

mA

D
VA Jr,AB

E
 + mB 

D
V2 Jr,BA 

E

 

= − 
1 

∫   

mAVA + mBV2

    
f 
′   

f 
′  
 
 

 
(3.20) 

× gABα(gAB)

  
 dδ

 

dΩdvAdvB 
 

= −nAnB  

  

3kT + kT2
 d  

   

kr 

Bagian kanan persamaan 3.20 ini adalah persamaan perubahan energi kinetik 

rata-rata akibat reaksi kimia. 

 
3.1.2 Ruas kiri persamaan perubahan 

Terlebih dahulu menurunkan bentuk operator hidrodinamik Di fi, maka dari 

persamaan 2.21 dan dengan memperhatikan adanya operator mobil
 D [Cha- 

pman and Cowling, 1970],[Imam-Rahayu, 1995b], suatu differensial total yang 

mengikuti aliran, maka dihasilkan bentuk dasar dari operator hidrodinamik 

Di fi, yaitu: 

 

D
Ψi Di fi

E
 =

 D D
Ψi fi

E 
+

D
Ψi fi

E ∂ 
• u +

 ∂ 
• 

D
ViΨi fi

E
 

— 

    

fi
 DΨi 

    

−  

  

Vi •  
 ∂Ψi 

fi 

     

+ 

  

fi
 ∂Ψi 

    
•   

  D 
u

  
(3.21) 

+ 

  

fi 
∂Ψi 

Vi 

       
  ∂ 

 

Melalui operator ini, maka besaran Ψi pada persamaan 3.3 dapat dimasukk- 

an pada persamaan perubahan umum 3.12, yang akan menghasilkan bentuk 

bentuk khusus [Imam-Rahayu, 1995b]. Maka dengan menggunakan definisi 

rapat massa tiap komponen, ρi, yaitu: 

 

ρA = nAmA 

ρB = nBmB 

 
(3.22) 

AB 

B 

i i 

i i i 

i 
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dt 

3. Persamaan neraca energi 
  

Ψi = 1 miV2

 
: 

 

 

Kemudian rapat massa total, ρ, dengan ungkapan: 

 
ρ = ρAρB (3.23) 

Sedangkan jumlah mol total, n, dengan ungkapan: 

 
n = nA + nB (3.24) 

Maka dapat dirumuskan tiga bentuk khusus persamaan dasar bagi tumbukan 

antar molekul, yaitu: 

 

1. Persamaan kontinuitas
 

Ψi = 1
 

: 
 

D ∂ 

Dt 
n + n 

∂r 
• u = −2nAnBkr (3.25) 

Pada persamaan 3.25 ini kembali muncul ungkapan fluks reaktif kimia, 

2nAnBkr, yang mempengaruhi tumbukan dua komponen tersebut. 

2. Persamaan gerak 
 
Ψi = miVi

  
: 

 

D 1 ∂ 

Dt 
u + 

ρ ∂r 
• P = 0 (3.26) 

Pada persamaan 3.26 ini muncul ungkapan P sebagai fluks momentum dari 

tumbukan antar molekul A dan molekul B. Fluks momentum ini akan mem- 

pengaruhi difusi dari tumbukan dua komponen. Namun tidak dipengaruhi 

oleh fluks reaktif kimia. 

 
 

 

2 

 
 

D 
 

3 
nkT

  

+

 
3 

nkT

 
 ∂

 

i 

 
 

 ∂ ∂ 
• 
u + P: u + • q 

Dt 2 2 ∂r ∂r ∂r (3.27) 

= −nAnB  

  

3kT + kT2
 d 

   

kr 

 

Pada persamaan 3.27 ini muncul ketiga ungkapan fluks yaitu fluks termal 

atau fluks panas, q, fluks momentum P juga fluks reaktif kimia yang mempe- 

ngaruhi energi yang timbul dari tumbukan dua komponen tersebut. 

 

 

 

  3.2 Koreksi Metode Enskog bagi Persa- 

maan Perubahan 

Penerapan Metode Enskog terhadap persamaan 3.12 menghasilkan ungkapan 

persamaan perubahan yang terkoreksi, yaitu: 
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A B 

i 

* 

i i 

A B 

∑ fA  , ∑ fB ∑ fB  , ∑ fA 

2 A A 
A 2 B B 

r A B B A 

* + + 

+ + 

A 

 

 

 
 

∞ 

ΨA DA ∑ 
r=0 

 
f (r) 

A 
+ 

*

Ψ 

 
∞ 

B DB ∑ 
r=0 

 
f (r) =

 

B 

 

 
(3.28) 

* ∞ 
 

  

(r)  
∞

 (r)

!+ *   
∞ 

(r)  
∞

 (r)

!+
 

r=0 r=0 A r=0 r=0 B 

Dari persamaan 3.28 ini, melalui metode Enskog menunjukkan bahwa per- 

samaan perubahan terkoreksi hanya pada fungsi Maxwell. Sedangkan operator 

hidrodinamik Di fi pada persamaan 3.21, menjadi: 

 

 
∞ 

Ψi Di ∑ 
r=0 

 
f (r) 

i 

=
 D 

Ψ
 

Dt 

 
∞ 

i  ∑ 
r=0 

 
f (r) 

i 
+ 

*

Ψ 

 
∞ 

i  ∑ 
r=0 

 
f (r) 

i 

 
 ∂ 

∂r 
• u

 

 ∂ 
*

 
∞ 

(r) 

+
 *  ∞ 

(r)

! 
DΨi 

+ 

 
+ 

∂r 
•

 ViΨi ∑ fi 
r=0 i 

∑ fi 
r=0 

Dt 
i
 

* ∞ (r)

! 
∂Ψi 

+

 * ∞ 
 

 

(r)

!
 ∂Ψi 

+ 
D 

— Vi ∑ fi 
r=0 

∂r 
i
 ∑ fi 

r=0 
∂Vi 

• 

Dt 
u

 i *  
∞ 

(r)

! 
∂Ψi 

+  
 ∂ 

+ ∑ fi 

r=0 
∂Vi 

Vi
 

: u 

i 
∂r 

 
 

(3.29) 
 

Dari persamaan 3.28 dan 3.29 diatas, maka dapat dirumuskan adanya fluks- 

fluks yang penting dalam sistem reaksi [Chapman and Cowling, 1970],[Shizgal 

and Karplus, 1970], yaitu: 

 

1. Fluks termal, bagi tahap pendekatan ke r: 
 

q
(r) = 

1 
mA 

D 
f (r)V2 VA

E   
+ 

1 
mB 

D 
f (r)V2VB

E
 
 

(3.30) 
 

2. Fluks momentum, bagi tahap pendekatan ke r: 
 

P(r) = mA 

D 
f 

(r)
VAVA 

E   
+ mB 

D 
f 

(r)
VBVB 

E
 
 

(3.31) 
 

3. Fluks reaktif kimia, bagi tahap pendekatan ke r: 
 

2nAnBk(r) 
= 

D
Jr  

    

f (0)
, f (r) 

  E
 

+ 
D

Jr 

    

f (0)
, f (r) 

  E
 
 

(3.32) 
 

Sedangkan bentuk-bentuk persamaan perubahan umum yang didapat dari 

hasil penerapan metode Enskog adalah koreksi dari tiga bentuk persamaan 

perubahan sebelumnya. Dan dapat diungkapkan sebagai berikut: 

 

1. Persamaan kontinuitas: 

+ 

− 

ΨA Jr − + ΨB Jr 

B 

A B 

* + 

B 
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∑

 

r 

r=0 

ρ ∂r 

 
∑

 

: u 

∂r 

r=0 

r r r 

Dt 2 2 ∂r ∂r 

+ kT2
 d 

    
k(0) + k(1) + k(2) + · · · 

 
 

 

 

 

 
D ∂ 

∞ 
 

  

 

(r) 

Dt 
n + n 

∂r 
•  u = −2nAnB ∑ kr 

= −2nAnB

  
k(0) + k(1) + k(2) + · · · 

 
 

(3.33) 

 
Pada persamaan 3.33 ini muncul ungkapan fluks reaktif kimia terkoreksi, 

∞ 
r=0 k

(r)
 

, yang mempengaruhi tetapan laju tumbukan reaktif antar dua 

komponen. 
 

2. Persamaan gerak: 

 

 
D 1 ∂ 

 
∞ (r) 

Dt 
u = − 

ρ ∂r 
•   ∑ P

 

= − 
1  ∂ 

•  

  

P
(0) + P(1) + P(2) + · · · 

 
 

 
(3.34) 

 
Pada persamaan 3.34 ini muncul ungkapan fluks momentum terkoreksi, 

∞ 
r=0 P

(r)
 

,tumbukan antar molekul A dan molekul B. Fluks momentum 

terkoreksi ini akan mempengaruhi difusi dan kecepatan dari tumbukan dua 

komponen. 

3. Persamaan neraca energi: 

 

D  3 
nkT

 
 

  
3 

nkT

 
 ∂ 

u 
∞ (r) ∂ 

 

 

 ∂ 
∞ 

 

 

 
q(r) 

Dt 2 
= − 

2
 

∂r 
•

 ∑ r=0 
2 d 

    
∞

 

∂r 
(r) 

• ∑ r=0 

— nAnB 3kT + kT 
dt

 ∑ kr 
r=0  

(3.35) 
 

Atau: 

 

D  
   

3 
nkT

    

= − 

    
3 

nkT

   
  ∂ 

• u−
 

P
(0) + P(1) + P(2) + · · · 

     ∂
 

— 
 ∂ 

• 

  

q
(0) + q(1) + q(2) + · · · 

   
− nAn B

 

3kT 

 

dt r r r  
(3.36) 

 

Pada persamaan 3.35 ini muncul ungkapan fluks termal terkoreksi atau fluks 

panas terkoreksi, 
  

∑∞   q
(r)

 
, yang juga mempengaruhi energi yang timbul 

akibat tumbukan dua komponen tersebut. 

— 
∂r 

− 

r=0 

P : u 
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A 

B 

A 

A 

B 

B 

B B 

2 A A 2 B B 2 

A 

 

 

dengan r = 0 adalah tahap pendekatan Euler, sedangkan untuk sampai 

r = 1 adalah pendekatan Navier-Stokes dan untuk sampai r = 2 adalah tahap 

pendekatan Burnett, dan seterusnya. 

 

 

  3.3 Tahap Pendekatan Euler 

Tahap pendekatan orde nol, yang dikenal sebagai pendekatan Euler bagi pe- 

nyelesaian persamaan Boltzmann 2.31 adalah menyelesaikan persamaan 2.41 

[Imam-Rahayu, 1995b], yaitu: 

 

(0) 

e,AA 

(0) 

e,BB 

(0) 

e,AB = 
(0) 

e,BA = 

 
(3.37) 

Persamaan ini, tidak lain, merupakan bagian homogen dari persamaan 

Boltzmann 2.31 yang variabelnya tidak homogen. Jadi, secara umum, persa- 

maan 3.37 adalah syarat batas penyelesaian persamaan Boltzmann tersebut 

[Chapman and Cowling, 1970],[Imam-Rahayu, 1995b],[Prigogine and Xhrouet, 

1949],[Ross and Mazur, 1961]. 

 
3.3.1 Fungsi distribusi kecepatan Maxwell-Boltzmann 

Penyelesaian persamaan 3.37 di atas menghasilkan solusi berupa fungsi distri- 

busi kecepatan Maxwell bagi molekul A dan B, baik dengan tanpa tumbukan 

maupun dengan tumbukan antar dua komponen, yaitu: 

 

 
 

Gambar 3.2: Leonhard Euler, ahli matemati- 

ka dari Swiss. (https://www.britannica.com/ 

biography/ Leonhard-Euler) 

 
f (0) (υ) = nA 

  
  mA    

  3/2 

 
v2 exp mAV2 

!
 

 

 

A 2πkT A 2kT (3.38) 

f (0) (υ) = nB 

  
  mB     

  3/2 

 

 
v2 exp 

mBV2  
!
 

 

 

Normalisasi terhadap fungsi distribusi kecepatan Maxwell ini menghasilkan 

[Imam-Rahayu, 1995b], ungkapan: 

D 
f (0) 

E
 

 
= nA 

mA 

D
VA f 

(0) 
E
 

D 
f (0) 

E
 

+ mB 
D

VB f (0)
E
 

= nB 

= 0 

 

(3.39) 

1 
mA 

D
V2 f (0) 

E
 + 

1 
mB 

D
V2 f (0)

E
 

3 
= (nA + nB) kT 

Dengan demikian fungsi distribusi kecepatan Maxwell f (0) dan f (0) adalah 
A B 

fungsi distribusi kecepatan yang menggambarkan keadaan setimbang [Imam- 

Rahayu, 1995b]. Hasil normalisasi fungsi distribusi kecepatan Maxwell akan 

2kT 2πkT 

J 

J 

+ J 

+ J 

A B 

0 

0 

− 

− 

A 

B 

B 

http://www.britannica.com/
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i 

A 

A 

B 

B 

r,A r,B 

√ 

2 A A 2 B B 
B 

kr = AB 

πµ 

A 

A 

B 

B 

 

 

tetap berlaku, sehingga akan menghasilkan persyaratan tambahan yang harus 

dipenuhi oleh fungsi-fungsi koreksi f (r), pada tahap pendekatan berikutnya 

[Imam-Rahayu, 1995b], yaitu: 

D 
f (r) 

E 
= 0 

mA 

D
VA f 

(r) 
E
 

D 
f (r) 

E 
= 0

 

+ mB 
D

VB f (r)
E  

= 0 

 

(3.40) 

1 
mA 

D
V2 f (r) 

E
 + 

1 
mB 

D
V2 f (r)

E  
= 0 

Dimana ketiga syarat batas di atas adalah untuk r > 0. 

 
3.3.2 Persamaan perubahan Euler 

Hasil lain yang didapat pada tahap pendekatan Euler adalah bentuk-bentuk 

persamaan perubahan Euler. Maka sesuai dengan persamaan 3.28 untuk r = 0, 

akan menghasilkan persamaan perubahan Euler, yaitu: 

 

D
ΨA DA f 

(0) 
E
 + 

D
ΨB DB f 

(0) 
E
 = − 

D
ΨA J(0)

E
 — 

D
ΨB J

(0) 
E
 

 

(3.41) 
 

Persamaan ini dikenal dengan juga sebgai persamaan Euler [Imam-Rahayu, 

1995b]. Sehingga sesuai dengan perumusan persamaan perubahan: Persa- 

maan kontinuitas 3.33, Persamaan gerak 3.34, dan Persamaan neraca energi 

3.35, maka dihasilkan bentuk-bentuk persamaan Euler [Chapman and Cowling, 

1970],[Zewail, 2000]: 

 

1. Persamaan kontinuitas: 

 

D ∂ (0) 

Dt 
n + n 

∂r 
• u = −2nAnBkr (3.42) 

Pada penurunan ini muncul ungkapan fluks reaktif kimia tahap Euler, yaitu 
2n nBk(0) yang mengandung ungkapan k(0) sebagai tetapan laju tumbukan 

A r r 

reaktif atau tetapan reaksi [Chapman and Cowling, 1970],[Zewail, 2000] 

dengan ungkapan: 
 

 
(0) πδ2 

  
 2  

 3/2 ∫ ∞ 
 

  

  ε   
  

 

 
 

dengan δAB adalah diameter tumbukan antara molekul A dengan molekul B, 

yang diungkapkan oleh: 
 

1 
δAB = 

2 
(δA + δB) (3.44) 

kT 0 kT 

A 

εα (gAB) exp − dε (3.43) 

A B A B 
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r 

r 

2 i 

 

 

dengan δA dan δB adalah diameter tumbukan molekul A dan molekul B. 

Sedangkan notasi ε adalah energi tumbukan relatif, dengan ungkapan: 
 

ε = 
1 

µg2  (3.45) 

 
2. Persamaan gerak: 

2 AB 

 

 D 
u = − 

1 ∂ 
P

(0) (3.46) 

Dt ρ ∂r 

dimana pada penurunan ini muncul fluks momentum tahap Euler yaitu P
(0)

, 

dengan ungkapan: 

 

P
(0) ≡ nkTU = ρU = P (3.47) 

dengan U adalah satuan tensor dan P adalah tekanan hidrostatik 

3. Persamaan neraca energi: 
 

D 2 ∂ 2 
 

   

d   (0) 
 

 

Dt 
ln T = − 

3 ∂r 
• u − 

3 
nxAxBT 

dt 
kr (3.48) 

dengan xA dan xB adalah fraksi mol komponen molekul A dan molekul B. 

Pada ketiga bentuk persamaan perubahan Euler di atas, maka hanya persama- 

an gerak saja yang ivariant terhadap waktu, sedangkan persamaan kontinuitas 

dan persamaan neraca energi tidak invariant terhadap waktu sebagai akibat 

munculnya k(0) [Imam-Rahayu, 2001]. 

Rangkuman penyelesaian Persamaan modifikasi Boltzmann pada tahap 

Euker ini dapat dirangkumkan dalam tabel 3.1 berikut: 

 
 

Persamaan Tinjauan 

Persamaan kontinuitas 
  

Ψi = 1
 

Proses difusi 

Persamaan gerak 
  

Ψi = miVi

 
Viskositas 

Persamaan neraca energi  
  
Ψi = 1 miV2

 
Keseimbangan energi 

Tabel 3.1: Tahapan Euler penyelesaian Persa- 

maan Boltzmann. 

 
 

Pada Table 3.1 ini tergambar besaran fisika khususnya pada tinjauan difusi 

dan Viskositas, sedangkan besaran kimia muncul pada tinjauan Keseimbangan 

energi dengan ditandai oleh munculnya tetapan kecepatan tumbukan reaktif 

k(0)
.
 



 

 



 

 

i 

i 

e,BB e,BA B r,B 

 

 
 

4 
Persamaan Boltzmann Tahap Navier- 

Stokes: Proses-Proses Transport 

 
TU M B U KA N DUA K OM P O NE N baik tumbukan non-reaktif maupun tumbukan reaktif akan menghasilkan besaran fungsi 

gangguan yang merupakan ungkapan koreksi terhadap besaran persamaan perubahan. 

 
 

  4.1 Tahap Pendekatan Navier-Stokes 

 
Hasil penyelesaian f (0) dan persamaan perubahan tahap pendekatan Euler, 

digunakan untuk menyelesaikan persamaan Boltzmann 2.31, yaitu melalui 

penyelesaian persamaan 2.42. Tahap ini dikenal dengan tahap pendekatan 

Navier-Stokes, dimana persamaan 2.42 ditulis kembali yaitu: 

 

J(1) 
+ J(1) = − DA f 

(0) − J(0) 

e,AA e,AB A r,A (4.1) 

J(1) 
+ J(1) = − DB f 

(0) − J(0) 

 

Penyelesaian persamaan ini menghasilkan fungsi koreksi pertama f (1)
, yang 

berarti fungsi koreksi terhadap fungsi Maxwell. Selanjutnya akan dihasilkan 

fungsi gangguan pertama Φ(1), dimana fungsi gangguan ini adalah muncul 

dari analisa matematika dari proses penurunan matematik dari persamaan tahap 

Euler [Chapman and Cowling, 1970],[Imam-Rahayu, 1995b],[Imam-Rahayu, 

2001]. 

Pada fungsi gangguan Φ(1) ini akan dihasilkan uangkapan-ungkapan koe- 

fisien dari persamaan tahap Navier-Stokes yang berguna untuk koreksi setiap 

besaran-besaran yang diperoleh. 

 

4.1.1 Fungsi Gangguan Pertama Φ(1) 

Ungkapan bagi fungsi koreksi Maxwell adalah: 

 

Gambar    4.1:        Claude    Louis    Navi- 

er, ahli matematika dari Prancis. 

(https://www.alamy.com/stock-photo/claude- 

louis-navier.html) 

http://www.alamy.com/stock-photo/claude-
http://www.alamy.com/stock-photo/claude-
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e,BB 

A r,A 

B 

D E
−    Ψ  

JB 

ij i j i i j dΩ 

e,AA A A A A A A 

e,BB B B B B B B 

A r,A 

B r,B 

A 

 

 

 

 

f (1) 
= f (0) 

Φ
(1) 

A A A 

f (1) 
= f (0) 

Φ
(1) 

(4.2) 

B B B 

Maka bila suatu operator integral dengan ‘kernel’ simetrik diterapkan, 

akan didapat: 

 

I  (Φ) = 

∫  

f (0) f (0) 
 
Φ + Φ — 

Φ
′  
− Φ

′ 
    

gAB 

  
 dδij 

    

dΩdv 

 
(4.3) 

 

Melalui operator ini, dapat ditunjukkan bahwa: 

 

J(1) ≡ Je 

    

f (0)
, f (0) 

Φ
(1) 

   

+ Je 

    

f (0) 
Φ

(1)
, f (0) 

   

= IAA  

   

Φ(1) 
 
 

 
J(1) 

≡ Je 

    

f (0)
, f (0) 

Φ
(1) 

   

+ Je 

    

f (0) 
Φ

(1)
, f (0) 

   

= IAB  

  

Φ(1) 
 
 

 

Gambar    4.2:     George    Gabriel    Sto- 

kes,     ahli     matematika      dari      Ing- 

gris. (https://www.nndb.com/ peo- 

ple/131/000097837/) 

Dengan pengertian yang sama didapat bagi J(1) 

ungkapan: 

(1) 

e,BA 

 

, yaitu didapat 

 

J(1) 
≡ Je 

    

f (0)
, f (0) 

Φ
(1) 

   

+ Je 

    

f (0) 
Φ

(1)
, f (0) 

   

= IBB  

  

Φ(1) 
 
 

 
J(1)    

≡ Je 

    

f (0)
, f (0) 

Φ
(1) 

   

+ Je 

    

f (0) 
Φ

(1)
, f (0) 

   

= IBA  

  

Φ(1) 
 

 

 

Dari ungkapan di atas, maka persamaan Boltzmann 4.1 menjadi: 

 

IAA  

  

Φ(1) 
  

+ IAB  

  

Φ(1) 
   

= − DA f 
(0) 

− J
(0)

 

IBB  

  

Φ(1) 
  

+ IBA  

  

Φ(1) 
   

= − DB f 
(0) 

− J
(0)

 

 

Persamaan ini adalah suatu set persamaan integral non-homogen bagi fungsi 

gangguan Φ(1), dimana syarat keterselesaiannya adalah dengan menentukan 

penyelesaian bagian homogen persamaan 4.6 [Imam-Rahayu, 1995b]. Untuk 

itu, kedua bagian persamaan di atas dikalikan Ψi dan diintegralkan terhadap vi , 

didapat: 

Untuk tumbukan reaktif molekul A terhadap molekul B, dan demikian 

sebaliknya akan didapat ungkapan: 

D
ΨA IAA 

 

Φ(1)
 E 

+ 
D

ΨA IAB  

   

Φ(1) 
  E 

= − 
D

ΨA DA f (0)
E
 — 

D
ΨA J

(0) 
E
 

D
ΨB IBB 

 

Φ(1)
 E 

+ 
D

ΨB IBA  

  

Φ(1) 
  E 

= − 
D

ΨB DB f (0)
E
 (0) 

r,B   B 

(4.7) 
 

Berdasarkan simetri dari ‘kernel’-nya, dapat ditunjukkan bahwa: 

(4.5) 

(4.4) 

dan J 

j j 

e,AB A B B A A B 

e,BA B A A B B A 

(4.6) 

A A A 

B B B 

http://www.nndb.com/
http://www.nndb.com/


PERSAM AA N BO LTZM ANN TA HAP NAVI ER- STO KES:  PROSES- PRO SES TRANSPO RT 39 
 

 

A 

B 

A 

D   E
+   Φ

 I Ψ(   )B A 

r,A r,B 

L : u 

L : u 

∂r ∂r 

IBB 
  

Φ(1)
  

+ IBA 
  

Φ(1)
  

= −KB •   
∂ ln T 

−    B  
 ∂ 

− NB • dBA − QB 

ij 
P ∂r ρ ∂r 

i 

i 

 

 

 

D
ΨA IAA 

  

Φ(1)
 E 

= 
D

Φ(1) IAA (Ψ)
E
 

D
ΨB IBB 

 

Φ(1)
 E 

= 
D

Φ(1) IBB (Ψ)
E
 

D
ΨA IAB 

 

Φ(1)
 E 

+ 
D

ΨB IBA  

  

Φ(1) 
  E 

= 
D

Φ(1) IAB (Ψ)
E
 (1) 

B B 

(4.8) 
 

Karena Ψi adalah besaran yang kekal pada tumbukan, maka ruas kanan 

persamaan (2.77) akan berharga nol, dan ruas kiri persamaan 4.8 juga akan 

berharga nol. Dengan demikian syarat keterselesaian persamaan akan berharga 

nol. Dengan demikian syarat keterselesaian persamaan 4.7 adalah bagian 

homogen persamaan keduanya adalah nol, yaitu: 
 

D
Ψi Iii 

  
Φ(1)

 E 
= 0 

D
Ψi Iij 

  
Φ(1)

 E 
= 0 

 
 

(4.9) 

 

4.1.2 Koefisien Fungsi Gangguan 

Maka bila bagian non-homogen persamaan 4.7 dijumlahkan akan menghasilkan: 

 

D
ΨA DA f 

(0) 
E
 + 

D
ΨB DB f 

(0) 
E
 = − 

D
ΨA J(0)

E
 — 

D
ΨB J

(0) 
E
 

 

(4.10) 
 

Syarat persamaan 4.10 ini tidak lain adalah persamaan perubahan tahap 

Euler, yaitu persamaan 3.41, yang secara eksplisit diberikan oleh persama- 

an kontinuitas 3.42, persamaan gerak 3.46 dan persamaan neraca energi 3.48 

[Imam-Rahayu, 1995b],[Ross and Mazur, 1961]. Dengan menggunakan ketiga 

persamaan perubahan Euler ini, maka persyaratan persamaan 4.10 dapat terpe- 

nuhi bila kenonhomogenan dari persamaan 4.6 ditulis dalam bentuk persamaan 

dengan koefisien-koefisien tertentu, yaitu untuk tumbukan reaktif molekul A 

terhadap molekul B, dan juga sebaliknya, dengan ungkapan: 

 

IAA 
  

Φ(1)
  

+ IAB 
  

Φ(1)
   

= −KA •   
∂ ln T 

−    A  
 ∂ 

− NA • dAB − QA 

 

∂r ∂r  
(4.11) 

 

Pada persamaan 4.11 ini juga menghasilkan notasi operator diferensial, 

dij, sebagai fungsi vektor pengalih bagi Dij [Imam-Rahayu, 1995b], dengan 

ungkapan: 

d   = 

  
Pi 

   
∂ ln Pj 

− 

   
ρi 

   
∂ ln P 

 
(4.12) 

A A 

B B 

A B A 

A B A B 
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2 
− WB fB  WB 

B B 

NB = − 
xB

 fB  WB 

V 

 

 

Pada bagian ini muncul notasi pi sebagai tekanan hidrostatik bagi molekul 

i, serta muncuk kembali notasi ρi sebagai rapat massa komponen molekul i. 

Pada persamaan 4.11 di atas juga menghasilkan koefisien-koefisien dengan 

notasi [Imam-Rahayu, 1995b], sebagai berikut: 

1. Fungsi vektor gangguan molekul i, Ki: 

 

  
2kT 

  1/2     5 2 
      

(0) 

KA = 
mA 2 

− WA fA  WA  
(4.13) 

  
2kT 

  1/2     5 
 

 

2

    
(0) 

 

Pada bagian ini muncul dua besaran kecepatan tumbukan molekul i, yaitu: 

 

(a) Skalar kecepatan molekul i, Wi, sebagai besaran skalar, dan 

(b) Vektor kecepatan molekul i, Wi, dengan ungkapan: 
 

Wi = 
 mi     

1/2 

2kT i 

 

(4.14) 

2. Fungsi tensor gangguan molekul i, L1: 

 

LA = −2 f (0)
W  

◦
WA 

A A (4.15) 

LB = −2 f (0)
W 

◦
WB  

 

Pada fungsi tensir gangguan molekul i ini terdapat ungkapan perkalian antar 

vektor kecepatan molekul i yang dinotasikan dengan W
◦

W , yang mempu- 
i i 

nyai arti bahwa tumbukan vertor antar molekul i terjadi secara sempurna. 

 

3. Fungsi vektor jumlah molekul i yang memiliki vektor kecepatan Wi, Ni: 

 

  1 
  

2kT
 1/2

 

 
 

(0) 

NA = − 
xA mA

 fA  WA  
(4.16) 

 1  
   

2kT 
  1/2

 
 

 

 

(0) 

 

Pada bagian ini muncul kembali ungkapan untuk fraksi mol dari molekul i, 

xi. 

4. Fungsi skalar tumbukan reaktif molekul i pada fungsi gangguan Φi terhadap 

molekul j, Qi, untuk molekul A yang mengalami gangguan terhadap molekul 

B, dan sebaliknya, sehingga didapat: 

mB  

mB  
KB = 
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r 

i 

i 

r A r,A 3 2 A dT r A 

QB = 
 

nAk(0) f (0) − J(0)
  
− 

2 
nAxBx A 

  
3 
− W2

     

T
  d 

k(0)

   

f (0) 

 

 

 

QA = 
  

nBk(0) f (0) − J(0)
  
− 

2 
nBxAxB 

  
3 
− W2 

      

T
  d 

k(0)

   

f (0) 

 

r B r,B 3 2 B dT r B 

(4.17) 

 

Pada bagian ini muncul kembali notasi tetapan laju tumbukan reaktif molekul 

i, k(0)
. 

 
4.1.3 Kesetaraan Koefisien Fungsi Gangguan 

Atas dasar ungkapan ini, maka fungsi gangguan Φ(1) di atas dapat diberikan 

dalam bentuk kombinasi linier antara solusi umum dari gradien-gradien besaran 

makroskopik dengan solusi homogen dari tiga besaran kekal, yaitu hasil penye- 

lesaian persamaan 4.9 [Imam-Rahayu, 1995b],[Imam-Rahayu, 2001]. Sehingga 

didapat fungsi gangguan: 

Φ
(0) 

= Φumum,i + Φhomogen,i (4.18) 

Pada persamaan 4.18 ini mengandung dua ungkapan penting, yaitu fungsi 

gangguan-gangguan pada tumbukan reaktif dari dua komponan, yaitu: 

1. Fungsi gangguan umum untuk molekul i, Φumum,i: 
 

∂ ln T ∂ 
Φumum,i = −Ai • 

∂r 
− Bi: 

∂r
u − Di •  dij − Hi (4.19) 

Pada bagian ini menghasilkan kesetaraan antar nilai-nilai koefisien dari 

fungsi gangguan, yaitu: 

(a) Koefisien Ai yang merupakan fungsi vektor bagi gradien temperatur mo- 

lekul i adalah setara dengan Ki yang merupakan fungsi vektor gangguan 

bagi molekul i, dengan ungkapan: 

 
Iii (A) + Iij (A) = −Ki (4.20) 

(b)Koefisien Bi yang merupakan fungsi tensor bagi gradien kecepatan 

molekul i adalah setara dengan Li yang merupakan fungsi tensor bagi 

molekul i, dengan ungkapan: 

 
Iii (B) + Iij (B) = −Li (4.21) 

(c) Koefisien Di yang merupakan fungsi vektor bagi gradien tekanan mo- 

lekul i adalah setara dengan Ni yang merupakan fungsi vektor jumlah 

molekul i, dengan ungkapan: 

 
Iii (D) + Iij (D) = −Ni (4.22) 
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(d) Koefisien Hi yang merupakan fungsi skalar tumbukan reaktif bagi gradi- en 

kecepatan molekul i adalah setara dengan Qi yang merupakan fungsi 

skalar tumbukan reaktif bagi molekul i, dengan ungkapan: 

 
 

Iii (H) + Iij (H) = −Qi (4.23) 

 
Kesetaraan koefisien fungsi gangguan-gangguan ini akan dirumuskan secara 

matematis pada bagian berikutnya. 

 
2. Fungsi gangguan homogen untuk molekul i, Φhomogen,i: 

 

Φhomogen,i = αi + miβiVi + 
1 

γimi V
2

 
 

(4.24) 

2 i
 

 

pada bagian ini muncul notasi αi yang merupakan koefisien besaran skalar 

masa fungsi gangguan untuk molekul i, dan βi adalah koefisien besaran 

tensor bagi kecepatan fungsi gangguan, serta γi adalah koefisien besaran 

vektor bagi temperatur fungsi gangguan. 

 
 

4.1.4 Syarat batas fungsi gangguan 

Maka sesuai syarat batas tambahan pada tahap pendekatan Euler, yaitu persa- 

maan 3.40, didapat: 

 
Φhomogen,i = 0 (4.25) 

 
Sehingga akan didapat ungkapan baru yaitu: 

 

 

Φ u − DA • dAB − HA 

Φ u − DB • dBA − HB 

 
(4.26) 

 

Kedua fungsi gangguan ini akan ditentukan dengan mensubsitusi prsamaan 

4.11 ke bagian kanan persamaan 4.7 kemudian menyamakan kedua ruas bagi 

faktor pengali suatu gradien besaran makroskopik [Imam-Rahayu, 1995b]. 

Sehingga dari hasil ini akan dievaluasi proses-proses transport yang muncul. 

Hal-hal yang perlu diperhatikan, dalam penentuan proses-proses transport 

di atas, adalah persamaan integral bagi fungsi Ai, Bi, Di dan Hi, serta mem- 

perhatikan sifat ketensoran dari persamaan integral tersebut, maka Persamaan 

integral yang dihasilkan adalah: 

(1) ∂ ln T  ∂ 
A  = −AA • 

∂r 
− BA: 

∂r
 

(1) ∂ ln T ∂ 

B   = −AB •  

∂r 
− BB: 

∂r
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i 

i 

i 

i 

i 

i 

m 

m 

p 

2 
− Wi fi     Wi 

Iii (D) + Iij (D) = 
xi

 fi     Wi 

ii j r i r,i 

3 2 i 

dT r i 

i i 

 

 

 
  

2kT 
  1/2     

5 
 

 

2

    
(0) 

Iii (B) + Iij (B) = f (0)
W

◦
Wi 

i i 

1  
  

2kT 
  1/2

 
 

 

 
(0) 

 

 

I (H) + I (H) = − 
  

n k(0) f  (0) − J(0)
 
 

+ 
2 

n jxix j

  
3 
− W2

 

 

× 

  

T
 d 

k(0) 
  

f (0) 

 

Sedangkan sifat ketensoran diungkapkan oleh: 

 

Ai = A
 
W2

 
Wi 

Bi = B
 

W 2

  
W

◦
Wi 

Di = D
 

W2

 
Wi 

Hi = H
 

W2

 
 

Dimana masing-masing bermakna bahwa A adalah fungsi skalar bagi Ai, 

B adalah fungsi skalar bagi Bi, D adalah fungsi skalar bagi Di, dan H adalah 

fungsi skalar bagi Hi. 

Selanjutnya evaluasi kuadrat kecepatan W2 , akan dianalisa dengan meng- 

gunakan polinomial sonine [Chapman and Cowling, 1970],[Imam-Rahayu, 

1995b],[Imam-Rahayu, 2001]. 

 
4.1.5 Polinomial Sonine 

Polinomial sonine sangat penting digunakan untuk menganalisa besaran yang 

mengandung kuadrat kecepatan W2 [Chapman and Cowling, 1970]. Polinomial 

Sonine ini dapat dikaitkan dengan suatu ekspansi dalam koordinat kartesian 

pada ruang kecepatan, dan juga dapat dikaitkan dengan suatu ekspansi dalam 

koordinat polar. 

Dengan demikian polinominal Sonine digunakan dalam penentuan besaran 

Ai, Bi, Di dan Hi. Hal ini karena fungsi-fungsi vektor, fungsi tensor dan fungsi 

skalar di atas mengandung kuadrat kecepatan W2. Adapun polinomial Sonine, 

 

 

 

 

 

Gambar 4.3: Nikolay Jakovlevich Sonine, 

ahli matematika dari Rusia. (Sumber: ht- 

tps: //mathworld.wolfram.com/LaguerrePoly- 

nomial.html) 

S(n)(x), dapat diungkapkan sebagai: 
 

S(n)(x) = 
n 

∑ 
p=0 

(−x) (m + n)n−p 
 

p! (n − p)! 

 
(4.29) 

Dari persamaan 4.29 ini, didapat: 

(4.27) mi 

mi 
Iii (A) + Iij (A) = 

ij 

(4.28) 
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m 

m 

r 

m 
2 2 

 

 

 
 

S(0)(x) = 1 

S(1)(x) = m + 1 − x 

S(2)(x) = 
(m + 1)(m + 2) 

− x(x + 2) + 
1 

x2 

 

 
(4.30) 

 

Sedangkan derajat keortogonalan dari polinomial Sonine [Chapman and 

Cowling, 1970], diungkapkan oleh: 

 

∫ ∞ 

e−xS(p) (x) S(q) (x) dx = 

 
0 ,    jika p  = q 

 

 

 
 

(4.31) 

0 
m m 

  Γ m + p + 1) 
p! 

,    jika p = q 

Rangkuman penyelesaian Persamaan modifikasi Boltzmann pada tahap 

Navier-Stokes ini dapat dirangkumkan dalam tabel 4.1 berikut: 

 
 

Tabel 4.1: Tahapan Navier-Stokes penyelesai- 

an Persamaan Boltzmann. 
Fungsi Tinjauan 

 
 

Fungsi tensor gangguan molekul i Fluks termal 

Fungsi vektor jumlah molekul i Fluks tekanan 

Fungsi skalar tumbukan reaktif molekul i Fluks tumbukan reaktif 
 

 

 

Pada Table 4.1 ini masih tergambar besaran fisika khususnya pada tinjauan 

fluks tekanan, sedangkan fluks termal dan tinjauan fluks tumbukan reaktif mo- 

lekul dengan ditandai kembali besaran kimia yaitu dengan munculnya koreksi 

terhadap tetapan kecepatan tumbukan reaktif k(1)
. 

( 



 

 

2 A 
A 2 B 

B 

2 A A 
A 

A A 
A 

2 B B B B B B 

 

 
 

5 
Proses Transport Energi Kinetik 

 
BAGI SISTEM CAMP URAN bereaksi dua komponen, maka proses-proses transport yang penting adalah transport energi 

kinetik, transport momentum dan transport reaktif kimia. 

 

 

  5.1 Penentuan fluks termal (q) 

Dengan menggunakan notasi dipersingkat bagi integral terhadap kecepatan vi, 

maka ungkapan bagi fluks ternal adalah: 

q = 
1 

mA 
D

V2 VA fA

E  
+ 

1 
mB 

D
V2VB fB

E 
(5.1) 

 

Pada tahap pendekatan Navier-Stokes ini, bentuk fungsi distribusi kecepatan 

adalah melalui ungkapan 
 

fi = f (0) 
+ f (1) (5.2) 

i i Gambar 5.1: Model tumbukan reaktif pada 

Sehingga fluks ternal pada dasarnya memiliki dua sumbangan, yaitu 
posisi titik pelana. 

 

 

 
atau: 

q = q(0) + q(1) (5.3) 

 

q = 
1 

mA 
hD

V2 VA f (0)
E  

+ 
D

V2 VA f (1)
E  i

 

 

+ 
1 

mB 
hD

V2VB f (0)
E  

+ 
D

V2VB f (1)
E  i

 

Karena integralnya ganjil terhadap Vi, maka didapat 

 
q

(0) = 0 (5.5) 

Sedangkan integral yang tidak nol akan menghasilkan: 

(5.4) 
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A 2 

i 

A 

B 

A 

B 

    

i 

    

3 A 
A 

B 

3 A A 

B B 

B 

      

B B 2 B 

 

 

 

q(1) = 
1 

m 
6 

  
2kT 

  3/2   

 

 
(0) 

A 
W2 − 

5 
 

 

 

WA • WAA 2 ∂ ln T 
A 

A ∂r 

1 2kT 3/2 
+ 

6 
mB 

mB
 f (0) 

 

W2 − 
5 
 

 
WB • WBA W2

  

 
∂ ln T 

B ∂r 

(5.6) 

Dengan menggunakan persamaan integral bagi A
 

W2
  
Wi, didapat: 

q
(1) = − 

1 
kT

"
D
A

 
W2 

  
WA •  IAA 

  
A

 
W2

   
W

  E
 

+ 
D
A
 

W2  
    

WA •   IAB  

   

A
 

W2
   

W
 E 

+ 
D
A
 

W2 
   

WB •   IBB  

   

A
 

W2
   

W
 E 

 
(5.7) 

+ 
D
A
 

W2 
   

WB •   IBA  

   

A
 

W2
   

W
 E ∂ ln T 

∂r 

 

5.1.1 Penentuan koefisien transport termal (λ) 

Selanjutnya diungkapkan suatu koefisien transport termal berupa λ, sebagai 

ungkapan koefisien hantaran ternal, dari bagian persamaan 5.7, yaitu: 

λ = 
1 

k

"
D
A
 

W2 
  
WA •  IAA 

  
A

 
W2

  
W

  E
 

+ 
D
A
 

W2  
    

WA •   IAB  

   

A
 

W2
   

W
 E 

+ 
D
A
 

W2 
   

WB •   IBB  

   

A
 

W2
   

W
 E 

 
(5.8) 

 

 

 
Sehingga didapat: 

+ 
D
A
 

W2 
    

WB •   IBA  

   

A
 

W2
   

W
 E 

#
 

q
(1) = −λT 

∂ ln T 
= −λ

∂T
 

 

 

 

 

(5.9) 
∂r ∂r 

Untuk mendapatkan harga λ di atas, maka diperlukan ungkapan bagi fungsi 

A W2   Wi, yaitu dengan menentukan fungsi vektor Ai. 

Penentuan fungsi vektor Ai adalah dengan menyamakan faktor pengali 
∂ ln T 

pada persamaan 4.12 terhadap persamaan Boltzmann 4.11, sehingga 
∂r 

didapat: 

 

IAA (A) + IAB (A) = −KA 

IBB (A) + IBA (A) = −KB 

 
(5.10) 

mA A 

  

W 

# B 

f 

A 

B 

A 
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S

 

 
S

 

A 

V 

A 

B 

A 

B 

i 

i 

3/2 3/2 

     
S

 

i 

i 

i 

i = ∑ 
n=0 

ni 3/2 i 

i i 

 

 

Dari ruas kanan persamaan 5.11 ini, dapat diungkapkan dalam bentuk 

polinomial Sonine, yaitu: 

 

 
KA = 

 
KB = 

 
2kT 1/2 

mA 

2kT 1/2 

mB 

 

(1) 
3/2 

 
(1) 
3/2 

W2
 

W2 
  

 
f (0)

WA
 

f (0)
WB

 

 

 
(5.11) 

Dengan sifat ketensorannya adalah: 

 

 

AA = A
 

W2 
  

WA 

AB = A
 

W2

  
WB 

 

 

 

(5.12) 

 

Dimana A
 

W2
  

dapat diungkapkan sebagai deret polinomial Sonine seje- 

nis, yaitu: 

 
A
 

W2
  ∞  

a  S(n) 
 
W2

 
(5.13) 

 

Sehingga persamaan bagi A
 

W2
  

sekarang menjadi: 

 

 
Iii 

 
∞ 

∑ 
n=0 

 
ani S

(n) 
 

W 2

  
W

! 

+ 

 
Iij 

 
∞ 

∑ 
n=0 

 
anj S

(n) 
 

W2
  

W

!
 
 

 
(5.14) 

2kT 1/2 
= − 

mi
 

(n) 
3/2 

W2
  

f (0)
Wi

 

 

Berdasarkan syarat tambahan 3.40 yaitu: 

 

D 
f (0)A

 
W2

   
WiVi

E
 

 

 
= 0 (5.15) 

 

Dimana pada persamaan 5.15 ini mangharuskan: 

 

a0i = 0 (5.16) 

 
Sehingga didapat ungkapan bagi A

 
W2

    
bila hanya diambil koefisien 

pertama yang tidak nol yaitu a1i. 

Perolehan ini adalah dengan mengalikan persamaan 5.14 oleh A
 
W2

  
dan 

mengintegrasi terhadap kecepatan vi, didapat: 

    

i 
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i 3/2 i i 

i 

*

A
 

W 2

 
Wi •   Iii

 

A
 

W 2

  
W

!+  

+ 

*

A
 

W2

  
Wi •   Iij

 

A
 

W 2

  
W

!+

 

∑ 
n=0 

fi     Wi S3/2 
S3/2 

4 
nia1i 

15 
   

2kT 
  1/2

 

λ = 
3 

k nA 
4

 a1A + nB 
4

 a1B 

i 3/2 i 

a1A

"

IA A

 

S(1) 
 

W 2

  
W

! 

+ IAB

 

S(1) 
 

W 2

  
W

!#

 

S3/2 WA fA  WA 

+ 

i 

mA mB  

 

 

 

 

 

i 

  
2kT 

 1/2 
*
 

 

 

 
i 

 

W2
  

i 

 

WiWi S
(n) 

 
 
 
W2

  

 
i 

f (0) 

i 

  
2kT

 1/2  ∞ 
*

 
 

 

 

(0) 2  (n) 
 
 2

    
(1) 

 
 

2
  
+ 

 

  
2kT

 1/2 
15 

 

= −ni 
4 mi

 a1i 
 

 
(5.17) 

 

Dengan demikian, untuk i = A, B, ungkapan bagi koefisien hantaran ternal, 

λ pada persamaan 5.8 akan menjadi: 

 

1 15 
   

2kT 
  1/2 

15 
   

2kT 
  1/2 

!
 

Pada bagian ini muncul notasi ani sebagai koefisien fungsi vektor A untuk 

orde ke n suatu molekul i. 

 
5.1.2 Penentuan koefisien fungsi vektor termal (ani) 

Untuk mendapatkan harga koefisien ani pada n = 1, maka diperlukan ungkapan 

dari fungsi A
 

W2
 
, yaitu setelah mendapatkan harga: 

 

a1i  = 0 (5.19) 

Maka dari rumus polinomial Sonine pada persamaan 4.27 akan didapat: 

 
a0i = a2i = a3i = . . . = 0 (5.20) 

Sehingga ungkapan 5.13 menjadi: 

 

A
 

W2

   
= a1iS(1) 

 
W2

 
(5.21) 

Dengan demikian persamaan Boltzmann 5.11 untuk molekul A menjadi: 

 

 
 

3/2 

 
  

2kT
 1/2

 
 

 

(1) 
 
 2 

     
(0) 

3/2  
(5.22) 

mA 

mi 

mi 

mi 

= − Wi Wi 

= − 

(5.18) 

= − 

= − A 
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11,i 

ij 

11,i 

a1B

"

IBB

 

S(1) 
 

W 2

  
W

! 

+ IB A

 

S(1) 
 

W 2

  
W

!#

 

S3/2 WB fB  WB 

3/2 i 

i i 3/2 i 3/2 i 4 

ij 3/2 i 3/2 

  
2kT 

!1/2 

C
(1) 

 

 

Demikian juga bagi molekul B, didapat: 

 

 

 

3/2 

 
  

2kT
 1/2

 
 

 

(1) 
 
 2

   
(0) 

3/2  
(5.23) 

Melalui perkalian skalar dengan S(1)
 
W2

  
W dan mengintegrasi terhadap 

kecepatan vi, menghasilkan harga koefisien vektor berikut: 

 
1. Intergral vektor bagi fungsi kecepatan f (0)

, yaitu C
(1)

, sehingga pada kedua 
i i 

persamaan integral 5.22 dan 5.23 di atas, integral di bagian pembilang, 

berdasar sifat polinomial Sonine 4.30, maka akan berharga: 
 

C
(1) 

≡

* 

f (0) S(1) 
  

W2
   

Wi • Wi S
(1) 

  

W2
   

+
 

 
15 

= n (5.24) 
 

 
 

2. Intergral vektor bagi fungsi kecepatan W(0)
, yaitu E

(1)
, sehingga pada 

i ij 

bagian penyebut akan ditulis dalam bentuk ekspresi umum, akan didapat: 
 

E
(1) 

= 

*

S(1) 
 

W2
  

Wi  •   Iij 

 

S(1) 
 

W2
  

W

!+
 
 

(5.25) 
 

 
 

Sehingga dari kedua persamaan di atas, didapat ungkapan baru bagi kedua 

persamaan 5.22 dan 5.23 menjadi: 

 

 

a1A = − 
mA

 A 

E
(1) 

+ E
(1) 

A AB   
2kT 

!1/2 

C
(1)

 
 

 

(5.26) 

a1B = − 
mB

 
B 

E
(1) 

+ E
(1) 

B BA 

 

 

  5.2 Intergral tensor tumbukan molekul 

Intergral tensor bagi tumbukan molekul tahap Navier-Stokes yang dinotasikan 

dengan ungkapan I
(2) adalah inegral tenson yang penting dalam penentuan 

koefisien fungsi tensor termal ani. Maka berdasar sifat polinomial Sonine 4.19, 

maka akan didapat hubungan antara Intergral vektor bagi fungsi kecepatan E
(1) 

dengan intergral tensor I
(2) yaitu: 

i 

i 

mB  
= − 
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= n I 

11,i 

11,i 

3/2 

3/2 

3/2 i 3/2 i 3/2 i 3/2 j 

3/2 i 3/2 

3/2 i 3/2 i 

3/2 i 3/2 i 

gij 
ij dΩdv dv 

dΩ 

ij 

ij 

W i j 

 

 

 
 

E
(1) 

+ E
(1) 

i ij 

= n2

"

S(1) 
 

W2

  
Wi, S(1) 

 
W2

  
Wi

#

 + n2

"

S(1) 
 

W2

   
Wi, S(1) 

 
W2

   
Wj

#

 
 

 

= n2

   "

S(1) 
 

W2

   
Wi, S(1) 

 
W2

   
Wi

# 

+

"

S(1) 
 

W2

   
Wi, S(1) 

 
W2

   
Wj

# !

 

 
2 (2) 

11,i 

3/2 i 3/2 i 3/2 i 

ij 

3/2 j 

ij 

 
 

(5.27) 
 

Pada persamaan 5.27 ini muncul notasi bagi Intergral tensor bagi tumbukan 

molekul tahap Navier-Stokes yaitu I
(2) . Sehingga didapat bahwa: 

 

I
(2) 

=

"

S(1) 
  

W2
   

Wi, S
(1) 

  

W2
   

Wi 

#
 +

"

S(1) 
 

W2

   
Wi, S(1) 

 
W2

   
Wj

#

 

11,i 3/2 i 3/2 i 3/2 i 

ij 

3/2 j 

ij 

(5.28) 

Nilai-nilai dari notasi ruas kiri intergral tensor I
(2) pada persamaan 5.28 ini 

harus dievaluasi harga-harganya. 

5.2.1 Evaluasi nilai 

*

S(1) 
 

W2
  

Wi •   Iii

 

S(1) 
 

W2
  

W

!+

 

Ekspresi umum dari notasi di atas diungkapkan oleh: 

"

S(p)
 

W2
  

Wi, S(q)
 

W2
   

Wi

#

 

 
akan diselesaikan melalui azas simetrisasi dari sifat ‘kernel’simetrinya, integral 

tersebut dapat ditulis dalam bentuk sebagai berikut: 

 

"

S(p) 
 

W2

   
Wi, S(q) 

 
W2

   
Wi

#

 

Gambar   5.2:    Thomas George Cowling, 

=
 1    

∫ 

S(q) 
  

W2
   

W f (0) f (0) 

  

S(p) 
  

W2
   

W
 

(5.29) 

seorang matematikawan dan astronomer 

dari Inggris. (Sumber: http://www.phys- 

astro.sonoma.edu/BruceMedalists/Cowling/ 

 

ninj 

 

 

3/2 

 
 

i i i j 

! 
dδ   

3/2 i i 

 
 

 

Maka sifat polinomial Sinone yang diikuti adalah: 

 

 
S(p) (x) = 

 
S(q) (x) = 

  
S 

  m+1 

 
  

T 
  m+1 

 

exp (−Sx) 

exp (−Tx) 

 

 
(5.30) 

t 

s 

— S 
index.html) 

ij 

ij 

W 

ij 

(p) 
3/2 

′ 2 

i 
′ 

i 
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ij 

ij 

"

S(p) 
 

W2

   
Wi, S(q) 

 
W2

   
Wi

#

 

gij 
dΩ 

dΩdg 

3/2 i 3/2 i ij 

3/2 i 3/2 i 

M3 4 i j ij j ij j ij 

3/2 i 3/2 

3/2 i 3/2 j 

ij 

ij 

 

 

Dari metode Chapman dan Cowling maka didapat: 

 

 

 
3/2 

 
i 

 

  
ST 

  5/2 

 

 
3/2 i 

ij 

∫   
! 

dδij 

 

(5.31) 

 

Dimana pada bagian ini mincul harga-harga Kii (0) sebagai integral vektor 

sudut 0 antar molekul dan Kii (θ) sebagai integral vektor sudut θ antar molekul, 

dengan ungkapan: 

 

Kii (0) = 

 
Kii (θ) = 

ST   −
5/3 

st 

  
ST

 −5/3 

π
3/2 e−g 

 
π

3/2 e−g 

2   

∑
 

p,q,r 

 
2  

∑
 

Apqr  (s)p(t)qg2r 

 
A

′ 
(s)p(t)qg2r cosl θ 

 

 
(5.32) 

st 
 

Sehingga didapat: 

p,q,r,l 

"

S(p) 
 

W2

   
Wi, S(q) 

 
W2

   
Wi

#

 

 

= 8 ∑A
′
 

 
Ω

(r,l) 
 

(5.33) 
 

 

Sehingga didapat integral penampang transportnya yaitu: 

 

Ωl ,r = π1/2 
∫ ∫ 

exp 
  
−g2

  
g2r+2 

  
1 − cosl θ

  
gijbdbdg (5.34) 

Akhirnya didapat: 

"

S(p) 
 

W2

   
Wi, S(q) 

 
W2

   
Wi

#

 

= 
8mj 

    

5    
6m2 − 5m2

     

Ω
(1,1) 

− 5m2Ω
(1,2) 

+ m2Ω
(1,3) 

(5.35) 

+ 2mi mj Ω
(2,2)

!
 

5.2.2 Evaluasi nilai 

*

S(1) 
 

W2
  

Wi •   Iij

 

S(1) 
 

W2
  

W

!+

 

Ekspresi umum dari notasi di atas diungkapkan oleh: 

"

S(p)
 

W2
  

Wi, S(q)
 

W2
   

Wj

#

 

 
akan diselesaikan melalui azas simetrisasi dari sifat ‘kernel’simetrinya, integral 

tersebut dapat ditulis dalam bentuk sebagai berikut: 

ij 

ij 

st 

pqrl 

= π−3 Kii (0) − Kii (θ) 

r,l 
pqrl 
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3/2 

3/2 

  !    !
m 

 

!    !p 
 q

m
 

i t 

3/2 i 3/2 j 

nin j 3/2 j i j 3/2 i 

3/2 i i ij dΩ i 

"

S(p) 
 

W2

   
Wi, S(q) 

 
W2

   
Wj

#

 

gij 
dΩ 

dΩdg 

"

S(p) 
 

W2

   
Wi, S(q) 

 
W2

   
Wj

#

 

ij 

 

 

 

"

S(p) 
 

W2

   
Wi, S(q) 

  
W2

   
Wj

#

 

=
 1    

∫ 

S(q) 
  

W2
   

Wj f 
(0) f (0) 

  

S(p) 
  

W2
   

Wi
 

(5.36) 

— S( p) 
 

W
′ 2
  

W′ 

!

g   
dδij 

dΩdv dv 

 

Maka sifat polinomial Sinone yang diikuti adalah: 
 

 
S(p) (x) = 

 
S(q) (x) = 

  
S 

  m+1 

 
  

T 
  m+1 

 

exp (−Sx) 

exp (−Tx) 

 

 
(5.37) 

Dari metode Chapman dan Cowling maka didapat: 

 

 
3/2 i 

 

  
ST 

  5/2 

 

3/2 j 

ij 

∫   
! 

dδij 

 
(5.38) 

Dimana pada bagian ini mincul harga-harga Kii (0) sebagai integral vektor 

sudut 0 antar molekul dan Kii (θ) sebagai integral vektor sudut θ antar molekul, 

dengan ungkapan: 
 

 
Kij (0) = 

  
ST 

  −5/3       mimj  
  −1/2 

 
π

3/2 e−g2 

st M2 

∑ Apqr 

p,q,r 

mj 
s 

M 

p q 

i t g2r 

M 

 
 

(5.39) 

Kij (θ) = 
  

ST 
  −5/3       mimj  

  −1/2 

π
3/2 e−g2 

 
 
 
 

Sehingga didapat: 

st 
 

∑ 
p,q,r,l 

 

′ 

pqrl 

M2 

mj 
s 

M 

   

i t g2r cosl θ 
M 

 

 

3/2 i 3/2 j 

ij 
 

(5.40) 

= 8

   
mj 

s 
!p+1/2   

m   
!q+1/2 

∑Apq rl  Ω
(r,l) 

M M 
r,l 

ij
 

st 

t 

s 

× 

× A 

  

j 

= π−3 Kij (0) − Kij (θ) 
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ij 

11,i 

n I 

4nI 

4nI 

"

S(p) 
 

W2

   
Wi, S(q) 

 
W2

   
Wj

#

 

  
2kT 

!1/2 

   15  

15 
   

2kT 
  1/2       

2kT 
  1/2   

      15  
#

 

4nI 

 
 

Sehingga didapat integral penampang transportnya yaitu: 

 

Ωl ,r = π1/2 

∫ ∫ 

exp 
  
−g2

  
g2r+2 

  
1 − cosl θ

  
gijbdbdg (5.41) 

Akhirnya didapat: 

 
 

3/2 i 3/2 j 
ij 

 
(5.42) 

= − 8 

 
mimj 

 3/2  
    

55 
!

 
Ω

(1,1) − 5Ω
(1,2) 

+ Ω
(1,3) 

+ 2Ω
(2,2) 

 

M3 4 ij ij ij ij 

 

Dari kedua evaluasi ini integral tensor di atas maka akan menentukan harga 

fluks termalnya. 

 

 

  5.3 Harga Fluks Termal 

Sehingga dari persamaan 5.28 di atas menghasilkan hubungan antara koefisien 

fungsi tensor termal ani dengan intergral tensor I
(2) , dengan ungkapan: 

 
  

2kT 
!1/2   

15   
!

 

− 

a1i = 
mi 4 

n
 

2 (2) 
11,i 

 
 

(5.43) 

 

= − 
mi

 
 

(2) 

11,i 

Dan dari persamaan 5.43 ini, maka persamaan koefisien hantaran ternal 

pada persamaan 5.18 menjadi: 

 

1  
" 

15 
   

2kT 
 1/2      2kT 

 1/2   
      15  

 

λ = 
3 

k 

nA  
4 mA mA 

(2) 11,A 

(5.44) 

+ nB 
4 mB mB 

 
(2) 

11,B 

Atau dapat diungkapkan untuk koefisien transport termal (λ) adalah: 

75k2 T      n A  
 

 

 

    nB   
 

 

 
(5.45) 

8n (2) 11,A (2) 11,B 
Dari persamaan 5.45 ini, maka fluks ternal 5.9 menjadi: 

mB I mA I λ = 
+ 
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B I 

 

 

 

 
q(1) 

75k2 T      n A  
 

 

 

  

    nB   ∂T 
 

= −   
8n

 

∂T 

(2)   
+

 
11,A m 

(2) ∂r 
11,B 

(5.46) 

= −λ 
∂r

 

Sehingga secara umum fluks termal menjadi: 

 

q = q(0) + q(1) 

∂T 
= 0 − λ 

∂r
 

∂T 
= −λ 

∂r
 

 

 
(5.47) 

Persamaan fluks termal 5.46 ini mengandung arti fisik bahwa terdapat aliran 

ternal dari temperatur tinggi ke temperatur rendah, dan mengandung koefisien 

hantaran panas yang belum dipengaruhi oleh munculnya tumbukan reaktif. 

A I m 



 

 

A A 

B B 

A A 

B 

 

 

 

6 
Proses Transport Momentum 

 
BAGI SISTEM CAMP URAN bereaksi dua komponen, maka proses-proses transport yang penting adalah transport energi 

kinetik, transport momentum dan transport reaktif kimia. 

 

 

  6.1 Penentuan Transport Momentum 

 
6.1.1 Fluks tekanan tensor 

Dalam suatu aliran, yang berlangsung secara laminer, akan terdapat perbedaan 

momentum laju atau terjadi aliran momentum dari lapisan yang lebih cepata ke 

arah lapisan yang lebih lambat. Secara fisik perwujudan fluks momentum ini  

adalah sebagai tensor tekanan (presure tensor), yang definisinya adalah rata-rata 

momentum yang dibawa oleh aliran, dan diungkapkan sebagai: 

P = mA

D
VAVA f A

E

A 
+ mB

D
VBVB fB

E

B 
(6.1) 

Pada pendekatan Navier-Stokes ini, bentuk fungsi distribusi kecepatan 

adalah dengan ungkapan: 
 

fi = f (0) 
+ f (1) (6.2) 

i i 

Sehingga tensor tekanan memiliki dua sumbangan, yaitu: 

 
P = P(0) + P(1) (6.3) 

atau:  
P =mA

  D
VAVA f (0)

E  
+

D
VAVA f (1)

E
 

 

 

 
(6.4) 

+ mB

  D
VBVB f (0)

E  
+

D
VBVB f (1)

E
 
B 
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≡ 
∂r = 

2
 

∂r 

5 A A A A B B B B 

i i i 

5 A A A AA 

B B B BB 

B B B BA 

A A A    AB 

kapan bagi tensor tekanan adalah: 

A 

B 

 

 

Dari persamaan 6.4 ini, P
(0) adalah sumbangan pertama yang merupakan 

distribusi kesetimbangan, yaitu: 

 

P
(0) = 

1 
mA

D
V2 f (0)

E  
U + 

1 
mB

D
V2 f (0)

E
 

3 A  A A  3 

= nkTU 

B   B B (6.5) 

Sedangkan sumbangan kedua adalah dari efek gangguan, yaitu: 

P
(0) = − 

2 
kT

   

f (0)
W 

◦
W :B +

 

f (0)
W 

◦
W :B S 

5 

= −2ηS 

A A A A 
A 

B B B B 
B (6.6) 

dimana S adalah kecepatan tensor geser (rate of shear tensor), yang meru- 

pakan operator tensor yang penting, dan diungkapkan oleh: 

     0  

S 
∂ 

u
 1 

"
 ∂ 

  
 ∂  

  2
# 

 

 

 
1  ∂ 

U u 

 

 

  6.2 Kecepatan tensor geser (S) 

Sedangkan η yang merupakan koefisien viskositas geser (coefficient of shear 

viscosity), diungkapkan sebagai: 

η = 
1 

kT

   

f (0)
W 

◦
W :B +

 

f (0)
W 

◦
W :B 

  

(6.8) 

  

Dengan menggunakan persamaan integral bagi B
 
W2

  
W

◦
W , maka ung- 

 

P
(0) = − 

2 
kT

" *

B
 

W 2 
  

W  
◦
W   : I 

 

B
 

W2

  
W

◦
W

!+

 

+ 

*

B
 

W2 
  

W 
◦

W :I  

B
 

W2

  
W

◦
W

!+

 

 
A (6.9) 

+ 

*

B
 

W 2

  
W 

◦
W  : I 

 

B
 

W2

  
W

◦
W

!+

 

+ 

*

B
 

W 2

  
W 

◦
W  : I 

 

B
 

W2

  
W

◦
W

!+  #

S 

 

6.2.1 Koefisien viskositas geser (η) 

Selanjutnya diungkapkan suatu koefisien viskositas geser (η), menjadi: 

B A 

∂r 
+ 

∂r 
— 

3
 (6.7) 

B 
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∂r 

i 

10 A A A AA 

B B B BB 

i B
 
W2

  
W

◦
W , dengan terlebih dahulu menentukan fungsi tensor B . Penen- 

i i 

i = ∑ 
n=0 

ni 5/2 i 

η =  kT ∑ bnA 
n=0 

fA S5/2 
WA S5/2 WA WAWA:WAWA 

5/2 i 

A A A    AB 

A 

B 

i i i 

A 

 

 

 

η = − 
 1  

kT

" *

B
 

W2 
  

W  
◦
W   : I 

 

B
 

W2

  
W

◦
W

!+

 

+ 

*

B
 

W2 
  

W 
◦

W :I  

B
 

W2

  
W

◦
W

!+

 

 
A (6.10) 

+ 

*

B
 

W 2

  
W 

◦
W  : I 

 

B
 

W2

  
W

◦
W

!+

 

+ 

*

B
 

W2

   
W 

◦
W :I 

 

B
 

W2
  

W
◦
W

!+  # 
B B B   BA 

B 

Sehingga didapat: 
 

P
(1) = −2ηS (6.11) 

Untuk mendapatkan harga η di atas, juga diperlukan ungkapan bagi fungsi 
 

tuan fungsi tensor Bi adalah dengan menyamakan faktor pengali 

  
  ∂ 

    

pada 

persamaan 4.15 terhadap persamaan 4.11, didapat: 

 

IAA

 
B

   
+ IAB

  
B

   
= −LA 

IBB

  
B

   
+ IBA

  
B

   
= −LB 

 

 

 
(6.12) 

 

Dari ruas kanan persamaan 6.12 ini, akan didapat bentuk tensor Bi, yaitu: 

Bi = B
 

W 2

  
W

◦
Wi (6.13) 

dimana B
 
W2

  
dapat diungkapkan sebagai deret polinomial Sonine, yaitu: 

B
 

W2
  ∞ 

b  S(n) 
 
W2

 
(6.14) 

 

Maka persamaan koefisien viskositas geser η pada persamaan 6.10 menjadi: 
 

1 ∞ 
"   

 

 

 
(0) (n) 

 
 2 

     
(n) 

 
 2 ◦ ◦ 

#
 

 

1 ∞ 
"   

 

 

 (0) (n) 
 

 2
    

(n) 
 
 2  ◦ ◦ 

#
 

+  kT ∑ bnB 
n=0 

fB   S5/2 
WB  S5/2 WB  WBWB:WBWB B 

(6.15) 

dimana dalam integral ini akan menerapkan distribusi: 

 
S(n) 

 
W2

   
= 1 (6.16) 

5 

5 
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2 

5/2 5/2 

i 

A A    AA A A    AB 

B B    BB B B    BA 

Iii

 
B
  

+ Iij

 
B
  

= 2 f (0) S(n) 
 

W 2

  
W

◦
Wi (6.19) 

i 5/2 i i 

A A A A A 

B B B B B 

B 

 

 

Integral ini berharga nol untuk semua harga, yaitu: 

 
n  = 0 (6.17) 

Hal ini karena sifat ortogonal polinomial Sonine berlakui, Sehingga didapat: 

η = 
1 

kT
  

nAb0A + nBb0B

 
(6.18) 

6.2.2 Koefisien tensor (b0i) 

Untuk mendapatkan ungkapan bagi koefisien tensor b0i, maka dimulai dari 

persamaan integral tensor sebagai berikut: 

 

i 

Sehingga dari persamaan 6.14 didapat: 

5/2 i i 

 

 
Iii 

 
∞ 

∑ 
n=0 

 
bni S

(n) 
 

W 2

 
W

◦
W

! 

+ 

 
Iij 

 
∞ 

∑ 
n=0 

 
bnj S

(n) 
 

W 2

  
W

◦
W

!

 

 
 

(6.20) 

= 2 f (0)S(n)
 

W2

  
W

◦
W 

Karena telah didapat bahwa harga yang berkesesuaian adalah 

 
n = 0 (6.21) 

Maka bila dengan mengalikan secara skalar oleh W
◦
Wi atau dan menginte- 

grasi terhadap kecepatan vi, maka persamaan 6.20 menjadi: 
 

2

* 

f (0)
W 

◦
W :W 

◦
W 

+

 
b = A  

0A 

W 
◦

W :I 

 

W
◦
W

!+ 

 

 

+

*

W 
◦

W :I 
 

W
◦
W

!+ 

 

 

 

 (6.22) 

2

* 

f (0)
W 

◦
W :W 

◦
W 

+

 
b = B  

0B 

W 
◦

W :I 
 

W
◦
W

!+ 

 

 
+

*

W 
◦

W :I 

 

W
◦
W

!+ 

 

Pada persamaan 6.22 ini, integral di bagian pembilang, berdasarkan sifat 

polinomial Sonine 4.30, akan berharga: 

* 

f (0)
W 

◦
W

 :W 
◦

W 

+ 

= 
5 

n 

A A A A A 2 
A (6.23) 

* 

f (0)
W 

◦
W

 :W 
◦

W 

+ 

= 
5 

n 
B B B B B 2 

B 

B 

A A 

    

i 

* 

* 
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2 

2 

nI 

nI 

(2) 

(2) 

00,i 

00,i 

A A A B 

B B B A 

    

ij 

5/2 i i i 5/2 i i i 

"

S(n)
 

W2

  
W

◦
W , S(n)

 
W2

  
W

◦
W 

#

 

  

  

  

ij 

 
 

Sedangkan dibagian penyebut akan ditulis dalam bentuk ekspresi umum 

dan didapat: 
 

 

 
b0A = 

◦ 

2

  
5 

n

  

◦ 
  

◦ ◦ 

n2    WAWA, WAWA + n2 
AB 

WAWA,  WBWB 
AB 

 
(6.24) 

 

b0B = 
◦ 

2

  
5 

n

  

◦ 
  

◦ ◦ 

n2 

 
atau didapat: 

WBWB,  WBWB + n2 

BA 

WBWB,  WAWA 
BA 

 

b0A =
    5  

00,A 

b0B =
    5  

00,B 

 

 
(6.25) 

Pada bagian ini muncul nilai I
(2) sebagai nilai dari integral tensor bagi 

tumbukan molekul i untuk orde ke 0 pada tahap pendekatan Navier-Stokes. 

Harga I
(2) untuk masing-masing molekul adalah: 

 

 
(2) 

00,A 
=

 

W  
◦
WA , W  

◦
WA +  W  

◦
WA , W 

◦
WB  

AB AB 

 

 
(6.26) 

 

(2) 

00,B 
=

 

W 
◦
WB , W 

◦
WB +  W 

◦
WB , W  

◦
W A 

BA BA 

Ekspresi umum terhadap koefisien viskositas geser menghasilkan integral- 

integral, melalui evaluasi-evaluasi harga-harga pada bagian penyebut. 

6.2.3 Evaluasi integral 

*

Wi Wi: Iii

 

WW

!+

 
i 

Ekspresi umum dari integral ini adalah: 

"

S(n)
 

W2
 

W
◦

W , S(n)
 

W2
 

W
◦

W 

#

 

Melalui azas simetrisasi, dan dari metode Chapman dan Cowling, maka 

integral ini dapat ditulis kembali dalam bentuk sebagai berikut: 

 

 
5/2 i i i 5/2 i i i 

ij 
 

(6.27) 

ST 
1/2 

= 
st 

 

π−3 
∫ 

  

Lii 0 — Lii θ
 
!  

g
 dδij 

dΩdg 
dΩ 

I 

I 
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3 

    

ij 

5/2 i i i 5/2 i i i pqrl ij 

5/2 i i i 5/2 i i i 

3M2 
ij 2 ij 

5/2 i i i 5/2 j j j 

"

S(n)
 

W2

   
W

◦
W , S(n)

 
W2

   
W 

◦
W 

#

 

ij 

ij 

i 

 

 

Dimana pada bagian ini mincul harga-harga Lii 0 sebagai integral tensor 

pada sudut 0 antar molekul dan Lii θ sebagai integral tensor sudut θ antar 

molekul, dengan ungkapan: 

 

Lii (0) = 

 
Lii (θ) = 

ST   −
7/2 

st 

  
ST

 −7/2 

π
3/2 e−g 

 
π

3/2 e−g 

2   

∑
 

p,q ,r 

 
2  

∑
 

Bpqr  (s)p(t)qg2r 

 
B

′ 
(s)p(t)qg2r cosl θ 

 

 
(6.28) 

st 

Sehingga didapat: 

p,q,r,l 

 

"

S(n)
 

W2

  
W

◦
W , S(n)

 
W2

  
W

◦
W 

# 

= 
16

 
 

 

 
B Ω

(l,r) 
 

(6.29) 

Sehingga didapat integral penampang transportnya yaitu: 
 

  
   MkT    

!1/2 ∫  ∫
 

 

Ωl,r = 2 
2πmimj 

π
 exp −g2 

g2r+3 1 − cosl θ gijbdbdg 
(6.30) 

Akhirnya didapat: 

"

S(n)
 

W2

  
W

◦
W , S(n)

 
W2

  
W

◦
W 

#

 

=

"

W
◦
W , W

◦
W 

#

 
 

(6.31) 
i i i i 

ij 

= 
16mj 

"

5mi Ω
(1,1) 

+ 
3 

mj Ω
(2,2)

#
 

 

6.2.4 Evaluasi integral 

*

Wi Wi: Iij

 

WW

!+

 

Ekspresi umum dari integral ini adalah: 

"

S(n)
 

W2
 

W
◦

W , S(n)
 

W2
 

W 
◦

W 

#

 

 
Melalui azas simetrisasi, dan dari metode Chapman dan Cowling, maka 

integral ini dapat ditulis kembali dalam bentuk sebagai berikut: 

 

 

5/2 i i i 5/2 j j j 
ij 
 

(6.32) 

ST 
1/2 

= 
st 

 

π−3 
∫ 

  

Lij 0 — Lij θ
 
!  

g
 dδij 

dΩdg 
dΩ 

ij 

ij 

pqrl 

∑ 
r,l 
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S5/2 i i, S5/2 j j 
3 M M 

Bpqrl Ωij 

5/2 i i i 5/2 j j j 

3M2 
ij 2 ij 

ij 

ij 

 

 

Dimana pada bagian ini mincul harga-harga Lij 0 sebagai integral tensor 

pada sudut 0 antar molekul dan Lij θ sebagai integral tensor sudut θ antar 

molekul, dengan ungkapan: 

 
 

 
Lij (0) = 2 

    
ST 

  −7/2        mimj  
  1/2 

π
3/2 e−g2   

∑ 
 
Bpqr 

  
mj

 

s

  p    mi t
  q  

g2r 

3 st M2 p,q,r M M 

Lij (θ) = 2 
    

ST 
  −7/2        mimj  

  1/2 

π
3/2 e−g2   

∑ Bpqr 
  

mj
 

s

  p    mi t
  q 

g2r cosl θ 

3 st M2 p,q,r M M 

(6.33) 

 

Sehingga didapat: 

 

" 
(n) 

 
 2

 

W
◦

W 
(n) 

 
 2

   

W 
◦

W 

#

 
16 

   
mj  

  p+1     mi  
  q+1 

∑
 

 

 
(l,r) 

 

 
(6.34) 

Sehingga didapat integral penampang transportnya yaitu: 

 
 

  
   MkT    

!1/2 ∫  ∫
 

 

Ωl,r = 2 
2πmimj 

π
 exp −g2 

g2r+3 1 − cosl θ gijbdbdg 
(6.35) 

Akhirnya didapat: 

 

"

S(n)
 

W2

  
W

◦
W , S(n)

 
W2

  
W 

◦
W 

#

 

=

"

W
◦
W , W 

◦
W 

#

 
 

(6.36) 
i i j j 

ij 

= 
16mimj 

"

5Ω
(1,1) 

+ 
3 

Ω
(2,2)

#
 

 

 

 

  6.3 Tensor tekanan umum (P) 

Tekanan tensor secara umum didapat setelah penurunan rumus-rumus di atas, 

Dari persamaan 6.25 di atas, maka persamaan koefisien viskositas geser η pada 

persamaan 6.15 menjadi: 

ij 

Wi Wj = 
r,l 
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2I 2I 5 (2) 

00,A 

(2) 

00,B 

2n (2) 

00,A 

(2) 

00,B 

n (2) 

00,A 

(2) 

00,B 

(6.37) 

 

 

 

η = 
1 

kT   25n A  
+ 

 25nB   

 

= 
5kT    n A   

+ 
  nB    

 

Dari persamaan 6.37 ini, maka persamaan tensor tekanan P
(1) pada persa- 

maan 6.11 menjadi: 

P
(1) = − 

5kT    nA    
+ 

  nB   

 

S (6.38) 

 

Sehingga secara umum didapat tensor tekanan P, didapat: 

 

P = P(0) + P(1) 

= nkTU − 
5kT 

 

  nA    
+ 

  nB   

 

S 
 

  

 

 

(6.39) 

2n 

= nkTU − 2ηS 
(2) 00,A (2) 00,B 

I I 

I I 

I I 



 

 

2nAnB 2nAnB 

2nAnB A B 
A 

A B 
B 

A B 

 

 

7 
Proses Transport Reaktif Kimia 

 
BAGI SISTEM CAMP URAN bereaksi dua komponen, maka proses-proses transport yang penting adalah transport energi 

kinetik, transport momentum dan transport reaktif kimia. 

 

 

  7.1 Penentuan Transport Reaktif Kimia 
 

7.1.1 Tetapan Laju Reaksi Umum 

Tumbukan reaktif akan mengakibatkan adanya fluks reaktif kimia, yang secara 

fisik diungkapkan oleh tetapan laju reaksi kimia, sesuai persamaan 3.32, yaitu: 

2nAnBkr =
D

Jr ( fA, fB)
E

A 
+

D
Jr ( fB, fA)

E

B 
(7.1) 

Atau 

kr =
    1 D

Jr ( fA, fB)
E   

+
    1 D

Jr ( fB, fA)
E 

(7.2) 

Pada pendekatan Navier-Stokes ini, bentuk fungsi distribusi kecepatan untuk 

molekul i, dengan ungkapan: 
 

fi = f (0) 
+ f (1) (7.3) 

i i 

Sehingga fluks reaktif kimia pada dasarnya memiliki dua sumbangan, yaitu: 
 

kr = k(0) 
+ k(1) (7.4) 

r r 

Sehingga persamaan 7.2 menjadi: 
 

kr =
    1 

"
D

Jr 

   

f (0)
, f (0) 

  E 
+

D
Jr 

    

f (0)
, f (0) 

  E 
#
 

2nAnB A B A A B B  
(7.5) 

+
     1 

"
D

Jr 

   

f (1), f (0) 
  E 

+
D

Jr 

    

f (0), f (1) 
  E 

#
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r 

r 

1 

1 

i 

i 

    

A 

B 

* 
     

    !+
 

  
+   H W  I 

 H WB A 

r 
2nAnB A B A B 

r 
2nAnB A B 

A A B 
B 

2nAnB A B A 

A B B 
B 

r 
2nAnB A 

 

 

Pada bagian persamaan 7.5 ini, mengandung notasi k(0) yang merupakan 

sumbangan pertama tetapan laju reaksi kimia pada keadaan kesetimbangan, 

yaitu: 

k(0) 
=

    1 
"
D

Jr  

    

f (0)
, f (0) 

  E
 

+
D

Jr 

    

f (0)
, f (0) 

  E
 

# 

(7.6) 

 

Sedangkan sumbangan kedua yaitu k(1) adalah koreksi terhadap tetapan laju 

reaksi kimia yang melibatkan fungsi gangguan pertama, Φ(0)
, pada persamaan 

4.19, yaitu: 

 

Φ(0) ∼ −Hi 

= −H
 

W2

 
 

 
(7.7) 

 

7.1.2 Tetapan Laju Reaksi Terkoreksi 

Sehingga koreksi terhadap tetapan laju reaksi kimia, didapat: 

 

k(1) 
= −

   1 
"
D

Jr 

   

f (1)
, f (0) 

  E 
+

D
Jr 

    

f (0)
, f (1) 

  E 
#
 

= −
   1 

"
D

Jr 
  

f (0), f (0)
  

H
 

W2 
  E

 

 
(7.8) 

+
D

Jr 
  

f (0), f (0)
  

H
 

W2

  E 
#

 

 

Dengan menggunakan persamaan integral bagi H W2 , sesuai dengan 

sifat ketensoran 7.7, maka didapat tetapan laju reaksi koreksi: 

 

k(1) = −
     1 

"*

H
 

W2 
    

I 

 

H
 

W 2
 
!+ 

 

 

+

*

H
 

W 2 
  

IAB

 

H
 

W 2

 
!+

 

+

*

H
 

W 2

  
IBB

 

H
 

W 2

 
!+

 
 

 

(7.9) 

 
2 2 
B 

B 

Pada bagian persamaan 7.9 ini akan dimunculkan suatu besaran baru yaitu 

koefisien transport reaktif. 

B 

A 

A B 

A 

AA 

A 

# 
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A 

* 
     

    !+
 

  
+   H W  I 

 H WAB 

B 

* 
     

    !+
 

  
+   H W  I 

 H WB A 

i 

i 

= ∑ hni S1/2 

n=0 

Wi 

i j r i r,i 1/2 i 

j i j 1/2 i r i 

  

(7.14) 

 

 

 

  7.2 Koefisien Transport Reaktif 

Selanjutnya pada bagian persamaan 7.9 ini akan diungkapkan suatu besaran 

baru yaitu koefisien transport reaktif, η, yaitu: 

η =

*

H
 

W 2 
  

IA A

 

H
 

W 2

 
!+

 

A 
 

2 2 
A 

+

*

H
 

W 2

  
IBB

 

H
 

W 2

 
!+

 

 

 
(7.10) 

B 
 

2 2 
B 

 
Sehingga didapat: 

B 

 

 
k(1) = −

     1 
η (7.11) 

r 2nAnB 

Agar koefisien transport reaktif, η, ini dapat dihitung, maka diperlukan 

ungkapan bagi H
 
W2

 
, yaitu dengan menentukan fungsi skalar Hi. 

 

7.2.1 Fungsi Skalar Tumbukan Reaktif 

Penentuan fungsi skalar Hi adalah dengan menyamakan faktor pengali berupa 

bilangan 1, pada persamaan 4.17 terhadap persamaan 4.11, sehingga didapat: 
 

IAA

  
H

  
+ IAB

  
H

  
= −QA 

IBB

  
H

  
+ IBA

  
H

  
= −QB 

 

(7.12) 

Untuk menyelesaikan persamaan 7.12 di atas, sebagai sebelumnya, H
 

W2
 
 

akan diungkapkan sebagai deret polinomial Sonine, berikut: 

2 
∞ 

(n)
 

2
 
 

 

Pemilihan jenis polinomial Sonine bagi uraian di atas, didasari atas bentuk 

ke-takhomogenan Qi, yaitu persamaan 4.17 yang dimodifikasi: 
 

Q =

 

n k(0) f (0) − J(0) 
 

S(0) 
 

W2
 
 

— 
2 

n x x S(1)
 

W2
   

T
 d 

k(0)
  

f (0) 

H Wi (7.13) 

3 dT 

A 
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i 

i 

    

1/2 

menyatakan penguraian dalam polinomial yang sama bagi H W2   . 
i 

i i i i 
i 

i 
i 

i i 
i 

2 i i 2 i i i 
i 

i 1/2 i i = ∑ 
n=0 

ni i 1/2 i 1/2 i 

= hni 

D 
f (0) S(0) 

  

W2
   

S(n) 
  

W2
  E

 

i 

 

Bentuk ungkapan Qi ini mengandung polinomial Sonine S(n)
 

W2
 
, dan 

 

 

7.2.2 Syarat Batas Tumbukan Reaktif 

Sejalan dengan syarat-syarat yang harus dipenuhi fungsi koreksi f (1)
, maka 

bahwa H
 
W2

  
harus memenuhi persyaratan-persyaratan berikut: 

 

D 
f (1) 

E
 
=

D 
f (1) H

 
W2

  E 
= 0 

D
mi Vi f 

(1) 
E
 =

D
miVi f (1) H

 
W2

  E 
= 0 

 
(7.15) 

D 1 
mi V

2 f (1) 
E
 =

D 1 
miV2 f (1) H

 
W2

  E 
= 0 

Dari persamaan 7.15 ini terdapat 3 (tiga) syarat batas untuk terpenuhinya 

tunbukan reakstif, yaitu sebagai berikut: 

1. Syarat batas Pertama persamaan 7.15 adalah sesuai dengan syarat persamaan 

3.32. Untuk memenuhi syarat persamaan 7.15 juga harus ditulis kembali 

dalam bentuk: 

 

D 
f (0) S(0)

 

W2
 

 
 

W2
  E ∞ 

h   
D 

f (0) S(0) 
  

W2
   

S(n) 
  

W2
  E

 

 

i 1/2 

= 0 

i 1/2 i 
i
 

 
(7.16) 

 

Sebagai akibat sifat ortogonal polinomial Sonine tersebut, maka suku-suku 

di ruas kanan baris pertama ungkapan di atas akan berharga nol bila orde 

kedua polinomnya berbeda. Sehingga yang tidak berharga nol hanyalah suku  

dengan nilai: 

 
n = 0 (7.17) 

 

Hal ini memenuhi syarat seperti yang ditunjukkan pada persamaan 7.15. 

Dengan demikian persyaratan pada persamaan 7.14 akan terpenuhi hanya 

jika: 

 
h0i = 0 (7.18) 

 

2. Syarat batas kedua persamaan 7.15 adalah secara langsung terpenuhi, hal 

ini karena fungsi H W2 adalah suatu skalar, jadi persamaan integralnya 

adalah fungsi ganjil. Maka integral persamaan kedua 7.15 adalah nol, yaitu: 

i 

i 

i 

H 
i 
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i 

    

D
miVi f (0)S(0) 

 
W2

   
H

 
W2

  E
 

D 1 
miV2 f (0)S(0) 

 
W2

   
H

 
W2

  E
 

= ∑ hni 

n=0 
2 

miVi   fi     S1/2 S1/2 

2 2 i 

2 1/2 i 1/2 i 

i 1/2 i 1/2 i 

H
 

W2

   
= h2iS(2) 

 
W2

 
(7.24) 

1/2 i 

i 
(7.20) 

 

 

 

 
i 1/2 i 

∞ D 
i 

 
(0) 

 

i 
(0) 

 
 2

    
(n) 

 
 2  E  (7.19) 

= ∑ hni 

n=0 

= 0 

mi Vi fi     S1/2    Wi S1/2    
Wi 

i 

 

3. Sedangkan syarat batas ketiga 7.15 dapat ditulis dalam bentuk: 

 

 

2 i   i 

 
1/2 i 

∞ D 1 

i 
i
 

2   (0) (0) 
 
 2

    
(n) 

 
 2   E 
 

∞ D 1 2   (0) (n) 
 

 

2   E 
= ∑ hni 

n=0 

= 0 

2 mi Vi fi     S1/2    
Wi 

i 

 

Dengan melakukan modifikasi dan substitusi, yaitu: 

 

1
 
miV2 = W2 

2
 

i i 

= 
3 

kT − kT

  
3 
− W2

 

 
 

(7.21) 

= 
3 

kTS(0) 
  

W2

   
− kTS(1) 

  
W2

 
 

 

Maka dari persamaan 7.21 ini, didapat: 

0 = h1ikT
D 

f (0)S(0) 
 

W2

  
S(1) 

 
W2

  E
 

 

 
(7.22) 

 

Serupa dengan yang sebelumnya, karena harga integralnya tidak nol, maka 

syarat persamaan ketiga 7.15 akan terpenuhi hanya jika: 

 
h1i = 0 (7.23) 

Dengan harga nol dari kedua suku pertama pada uraian bagi H W2 , maka 

uraiannya akan dimulai dengan suku yang mengandung koefisien h2i. Jika 

diambil suku dengan koefisien uraian pertama yang tidak nol saja, maka 

didapat: 

 

 

 
Dan didapat juga: 

 
i 1/2 i 

Hi = h2iS(2) 
 
W2

 
(7.25) 

Wi Wi 

i 
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i 

* 
     

+

=   H  

W  Qi 

IAA

  

h2AS(2) 
 

W2

  
! 

+ IAB

  

h2AS(2) 
 

W2

  
! 

= −QA 

1/2 1/2 

*

H
 

W2

 
Iii

 

H
 

W 2

 
!+ 

+

*

H
 

W 2

  
Iij

 

H
 

W 2

 
!+

 

1/2 i r,i 

1/2 A r,A 1/2 B r,B 

h2 A

"

IA A

 

S(2) 
 

W 2

 
! 

+ IAB

 

S(2) 
 

W 2

 
!# 

= J(0) 

1/2 1/2 r,B 

 

 
 

  7.3 Operator Integral Kernel Simetrik (Iij) 

7.3.1 Operasi oleh Intergral Simetrik 

Sehingga persamaan bagi H
 
W2

 
akan mempengaruhi persamaan 7.12 dan 

menjadi: 

 

 

 
1/2 

 
1/2 

 
 (7.26) 

IBB

  

h2BS(2) 
 

W2

  
! 

+ IBA

   

h2BS(2) 
 

W2

  
! 

= −QB 
 

Dengan mengalikan persamaan 7.26 oleh H
 

W2
  

dan mengintegrasi ter- 

hadap kecepatan vi , didapat: 

 

 

 
i i 

i i 

 
2 (7.27) 

i 

= h2i 

*

S(2) 
  

W2
    

J(0) 

+
 

 

7.3.2 Koefisien transport reaktif 

Dari persamaan 7.27 ini, maka persamaan koefisien transport reaktif η meng- 

alami perubahan rumusan yaitu dengan terlibatnya integral tumbukan reaktif 

antara molekul A dengan molekul B, yaitu: 

 

η = h2A 

*

S(2) 
  

W2  
    

J(0) 

+
 

+ h2B 

*

S(2)  
  

W2  
     

J(0) 

+
 
 

(7.28) 
 

  

Berikutnya adalah menentukan harga h2,i, yaitu persamaan 7.24 yang akan 

mengubah persamaan 7.26 sebagai persamaan tumbukan reaktif molekul A dan 

molekul B, yaitu: 

 

 

 
1/2 

 
1/2 

 
r,A  

(7.29) 

h2B

"

IBB

 

S(2) 
 

W2

 
! 

+ IB A

 

S(2) 
 

W 2

 
!# 

= J(0) 

B A 

i 

i 
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1/2 1/2 

1/2 1/2 

1/2 i 

1/2 A r,A 

1/2 B r,B 

= i  

7.4.1 Evaluasi harga 

*

S(2) 
 
W2

   
J(0)

+

 

i 1/2 i r,i 

1/2 i r,i 

4 i j 1/2 i 1/2 j ij dΩ 
i 

A 

A 

A 

B B 

h = i  

(7.32) 

 
 
 

  7.4 Koefisien Fungsi Skalar Hi untuk 

orde kedua 

Melalui perkalian oleh S(2)
 

W2
  

terhadap persamaan 7.29 ini, serta mengin- 

tegrasi terhadap kecepatan vi, akan menghasilkan koefisien fungsi skalar Hi 

untuk orde kedua, yaitu: 
 

*

S(2)   W2 
   

J(0) 

+
 

2A * 

(2) 
1/2 

2   IAA 

S(2) (W 2)

!+  

+

*

 

(2) 
1/2 

2   IAB 

S(2) (W 2)

!+

 

*

S(2)   W2 
    

J(0) 

+
 

2B *  

(2) 
1/2 

2  IBB S(2) (W 2)

!+  

+

*

 

 

(2) 
1/2 

2   IBA S(2) (W 2)

!+

 

(7.30) 

Besaran-besaran pada bagian pembilang dan bagian penyebut dari persama- 

an 7.30 ini perlu dilakukan evaluasi-evaluasi untuk menentukan harga-harganya, 

dan terdapat tiga integral yang harus diselesaikan, yaitu: 

 

 

1/2 

. 

i r,i 

i 

Integral ini adalah berasal dari analisa fungsi Qi pada persamaan , yang 

telah dijelaskan pada persamaan 7.27, dimana terdapat sifat ortogonal dari 

polinom-polinom Sonine, yaitu bahwa: 

*

H
 
W2

 
Qi

+

 = −

*

S(2) 
 

W 2
  

J(0) 

+
 
 

(7.31) 
 

  
Evaluasi integral di bagian kanan persamaan 7.32 ini sangat rumit, dan 

dimulai dari proses simetrisasi integral 

*

S(2)
 

W2
   

J(0)

+ 

dapat ditulis dalam 

 
bentuk sebagai berikut: 

 

*

S(2) 
  

W2
   

J(0) 

+
 

 

 

1/2 i r,i 

i 

 

 

 
 

= 
1 

∫ 

f (0) f (0) 
  

S(2) 
  

W2
   

+ S(2) 
  

W2
      

g 
dδij 

dΩdv v 

Bentuk polinomial Sonine yang terkait adalah: 

i 

i i 

S 
W 

S 
W 

S W S W 
h 

j 

A 

B B 
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r 

1/2 i 1/2 j 8 2 i j 2 i j 

i j i j i 

r i j 
i j 

i 

 

 
 

S(2)
 

W2

  
= 

15 
− 

5 
W2 + 

1 
W4 

 
(7.33) 

 
Sehingga didapat: 

1/2 i 8 2 i 2 i 

 

S(2)
 

W2

   
+ S(2)

 
W2

   
= 

15 
− 

5   
W2 + W2

   
+ 

1    
W4 + W4

    
(7.34) 

 

Untuk evaluasi integral ini perlu digunakan kecepatan pusat massa G dan 

kecepatan relatif g, yang masing-masing didefinisikan sebagai berikut. Untuk 

kecepatan pusat massa: 
 

1 
G = 

M   
miVi + mjVj (7.35) 

Untuk kecepatan relatif: 

 

g = Vj − Vi (7.36) 

Sedangkan massa gabungan diungkapkan sebagai: 

 
M = mi + mj (7.37) 

Serta untuk masa tereduksi adalah 
 

µ = 
mimj 

(7.38) 

M 

Atas dasar ungkapan-ungkapan di atas maka didapat: 

 
MG2 + µg2 

W2 + W2 = 
ij

 
 

 

(7.39) 
i j 2kT 

Sehingga untuk evaluasi integral di atas, perlu dilakukan evaluasi dari kedua 

integral di bawah ini: 

 
1. Integral pada kecepatan molekul pangkat dua, yaitu: 

 

∫ 

f (0) f (0)
 

W2 + W2

   

g 
α

 
g 

dδij 
dΩdv v 

 
(7.40) 

 

Dari definisi tetapan laju reaksi k(0)
, yang dapat ditulis sebagai: 

 

k(0) =
 

m m 
  3/2 

(2πkT)3 

∫ 

e

 
(W2 +W2 

    

g α
 

g 

 
dδij 

dΩdv v 

 

(7.41) 

 

Melalui diferensial langsung terhadap temperatur serta bahwa didapat: 

  

  

ij ij dΩ 
j 

ij ij 
dΩ 

j 
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dT 

i j i j i 
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∫ 

f (0) f (0) 
  

W2 + W2

   

g 
α

 
g 

 
dδij 

dΩdv v 

= 

∫ 

f (0) f (0) 
  MG2 + µg2     gijα 

 
gij 

  ij 
dΩdvivj 

 
(7.42) 

i j 
"  

(0) 

2kT dΩ 

  
dk

(0) 
!# 

 
 

 

 

2. Integral pada kecepatan molekul pangkat empat, yaitu: 

 

∫ 

f (0) f (0) 
  

W4 + W4

   

g 
α

 
g 

dδij 
dΩdv v 

 
(7.43) 

 
 

Dengan cara yang sama seperti di atas, maka dari bentuk tetapan laju reaksi 

k(0)
, dan melalui diferensial langsung terhadap temperatur, akan didapat: 

 

∫ 

f (0) f (0) 
  

W4 + W4

   

g 
α

 
g 

 
dδij 

dΩdv v 

= 

"

12k(0) + 8T 

 

(0) 
r 

dT 

 
+ T2 

2 (0) 
r 

 

dT2 

 
nin j 

 
(7.44) 

— 2 

∫ 

f 
(0) 

f 
(0)

W2W2 g α
 

g 
dδij 

dΩdv v 

 

 

Maka dengan perhitungan yang sama seperti di atas, maka didapat: 

 

 

 
W2W2 µMG4 + µ (m − 2µ) g2 G2 — 

4µgg:GG + 
µ3 g4 

 

 M 
i j = 2kT 

(7.45) 

 

Dengan menggunakan persamaan 7.45 ini sertadideferensialkan terhadap 

temperatur, maka didapat: 

 
 

∫ 

f (0) f (0)W2W2 g 
α

 
g 

dδij 
dΩdv v 

= 
9 

k(0) + 
3 

T 
4 2 

(0) 
r 

dT 

 

+
 µ 

T2 

M 

2 (0) 
r 

dT2 

 
nin j 

(7.46) 

 

Dengan demikian maka persamaan 7.44 menjadi: 

  

  

ij ij dΩ 
j 

= nin j 

ij ij dΩ 
j 

ij ij dΩ 
j 

ij ij dΩ 
j 

ij ij 
dΩ 

j 
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S1/2 WA Jr,A — 
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 kr 

7.4.2 Evaluasi harga 

*

S(2) 
 

W2
  

Iii

 

S(2) 
 

W2
 
!+

 

 

 

 

∫ 

f (0) f (0)
 

W4 + W4

   

g 
α

 
g 

dδij 
dΩdv v 

= 

"

12k(0) + 8T 

 

(0) 
r 

dT 

 
+ T2 

2 (0) 
r 

 

dT2 

 
ninj 

+ 
9 

k(0) + 
3 

T 
4 2 

(0) 
r 

 

dT 
+

 µ 
T2 

M 

2 (0) 
r 

 

dT2 

 
ninj 

= 
15 

k(0) + 5T 
4 

(0) 
r 

dT 

 µ 

+ 1 − 2 
M 

T 

2 (0) 
r 

dT2 

 
ninj 

(7.47) 
 

Kombinasi harga integral-integral ini akhirnya menghasilkan: 
 

*

S(2)  
  

W2 

 
J(0) 

+
  = ninj 

  
M − 2µ 

  

T2 

  
d2k(0) 

!
 

 
 

 
(7.48) 

/2 i r,i 
i 

4M dT2 

Pada bagian ini perlu diungkapkan adanya massa total kedua pereaksi, yaitu 

molekul i dan molekul j, dengan rumus: 

 

M = mi + mj (7.49) 

Atas dasar bentuk tetapan laju reaksi yaitu k(0) pada persamaan 7.14, maka 

persamaan 7.48 menjadi: 
 

* 
(2)

 
2

  
(0) 

+
 

  
M − 2µ 

 
 

2

"  
 ε0    

  2      
   ε   

  1 
# 

(0) 

S1/2    
Wi Jr,i = nin j 

i 
4M 

T
 kT 

−   
kT 

— 
4 

kr 

(7.50) 

Untuk molekul A dan molekul B yang bertumbukan secara reaktif mengha- 

silkan molekul AB dengan harga integral masing-masing yang sama yaitu: 
 

* 
(2) 

 
 2

  
(0) 

+
 

  
M − 2µ 

 
 

 

 
2

" 
 ε0   

  2 

 

  
  ε   
  

 

 

1 
# 

(0) 

* 
(2)

 
2

   
(0) 

+
 

  
M − 2µ 

 
 

2

"  
 ε0    

  2      
   ε   

  1 
# 

(0) 

S1/2    
WB Jr,B = nBnA 

B 
4M 

T
 kT 

−   
kT 

— 
4 

kr 

(7.51) 

Pada bagian ini faktor tetapan laju rekasi k(0) menjadi faktor yang paling 

penting dalam menyelesaikan integralnya. 

 

 

1/2 i 

. 

1/2 

i 

kT kT 4M 
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ij ij dΩ 
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= nAnB T − 
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1/2 i 1/2 

4 i i′ 1/2 i 1/2 i′ 1/2 i 

1/2 i′ ij dΩ i 

1/2 i 1/2 

1/2 i 1/2 

i i′ 
• 

i 

i 

i 

 
 

Sesuai dengan definisinya, integral ini dapat ditulis dalam bentuk sebagai 

berikut: 

 
*

S(2) 
 

W 2
  

Iii 

 

S(2) 
 

W2
 
!+

 

= 
1 

∫ 

f (0) f (0)
 

S(2) 
 

W2
  

+ S(2) 
 

W2
  

− S(2) 
 

W
′ 2
 
 

(7.52) 

— S(2)
 

W
′ 2

     

g
 dδij 

dΩdv v 

 

 
Mengingat bentuk polinomial Sonine, serta azas kekekalan energi pada 

tumbukan elastik, maka integral ini dapat diubah dalam bentuk sebagai berikut: 

 
*

S(2) 
 

W 2
  

Iii 

 

S(2) 
 

W2
 
!+

 

=
 1 

∫ 

f (0) f (0)

 

W4 + W4 − W
′ 4 − W

′ 4

 

 
(7.53) 

16 i i′ 

dδij 

i i′ i i′ 

× gij 
dΩ 

dΩdvivi′ 

 

Melalui penggunaan variabel kecepatan pusat massa G dan kecepatan relatif 

g, maka persamaan 7.53 dapat ditulis menjadi: 

 
*

S(2) 
 

W 2
  

Iii 

 

S(2) 
 

W2
 
!+

 

=
 1  

16 
f (0) f (0)

 

dδij 

g • G  2
− g′   G 

 2
  2 (7.54) 

× gij 
dΩ 

dΩdvivi′ 

Melalui pendekatan Chapman-Cowling, maka besaran 
dδij 

dΩ dapat ditulis 
dΩ 

sebagai besaran k1dk, dimana k adalah suatu vektor satuan pada arah pasca 

hamburandalam ruang relatif dengan sudut pertama (θ1), sehingga didapat: 

 

g
 dδij 

dΩdv v 
 
= k1dkdgdG (7.55) 

ij dΩ i j 

 

Sehingga integral pada persamaan 7.56 di atas dapat diubah menjadi: 

i′ 

∫ 
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(7.58) 
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i 

3 2 
∫
 MG2 + µg2 

!
 

= 4   
2kT 

π−  ni exp 
  ij 

— 
2kT  

(7.56) 
: 

× GGGG
: 
ggkk (g • k) − 2gkkk (g • k) 

+ kkkk (g • k)4

#

k1dkdgdG 

dimana harga nilai M dan µ adalah: 

 

M = 2mi 
1 

µ = 
2 

mi 

 
(7.57) 

Integral pada persamaan 7.56 di atas melibatkan tensor-tensor orde keempat 

yang homogen, yaitu: 
 

  
1   (1) 2   (2) 

      

4 

1 2     (1)   1   
   

 
 

 2 2  
 

 

(2) 
      

4 
 

  
1   (1) 2   (2) 

        

•
 

 

 

1   (1) 2 (2) 

kkkk = 
3 

Uijkl + 
3
√

5 
Uijkl 

Pada keempat persamaan 7.58 ini, setiap tensor orde empat akan diuraikan 

ke dalam tenseor-tenseor orde empat ortogonal sebagai berikut: 

 
U

(1) 
= 

1 
δijδkl 

ijkl 3 1  
δilδjk + δikδjl

  

−
 1 

δijδkl 
 

(2) 2 3 
ijkl 5 

(7.59) 

 
(3) 2 
ijkl 3 

Selanjutnya, sebagai sistem koordinat, akan digunakan arah kecepatan 

relatif g sebagai acuan. Sudut antara g dan k diberikan oleh (θ1, ϕ1), antara 

g dan G diberikan oleh (θ2, ϕ2), dan antara g dengan suatu sistem koordinat 

seberang di dalam ruang akan diberikan oleh (θ, ϕ). Bagi tumbukan antar atom 

atau antar molekul, seperti pada model Present, didapat: 

GGGG = 

g • k 

gkkk = k 
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7.4.3 Evaluasi harga 
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2πkT 
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k1dk = δ2 cos θ1 sin θ1dθ1dϕ1 (7.60) 

Maka persamaan integral 7.56 dapat ditulis kembali menjadi: 
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(7.61) 
 

× sin θ2dθ2dϕ2 sin θdθdϕdgdG 

2  2 
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= 4δi ni 

  

mi 
 2 
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Untuk masing-masing molekul A dan molekul B, didapat: 
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(7.62) 
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i 

Melalui cara yang sama seperti pada evaluasi harga di atas sebelumnya, 

maka integral ini dapat ditulis kembali menjadi: 

 

*

S(2) 
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Iij 
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 1 m   3/2  
  

    mj      
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−

  

W2 +W2 

 
 (7.63) 

×

  

W4 + W4 − W
′ 4 − W

′ 4

   

g 
dδij 

dΩdv v 

 

Setelah ditransformasi kedalam variabel-variabel G dan g, maka bagian- 

bagian yang ganjil tergadap G akan bernilai nol pada integrasi terhadap G. 

Sehingga yang tersisa adalah Intergral berikut: 

2πkT 16 

mB  

mA 
A 

mi 

2kT 
= 4δi exp 

= 4 niδi 

= e 

j 

* 

* 

B 
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(7.64) 

 

Menggunakan cara serta sistem koordinasi seperti pada bagian evaluasi 

sebelumnya di atas, akhirnya didapatkan hasil sebagai berikut: 
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(7.65) 

ij M2 16mimj M 

 

Untuk masing-masing molekul A dan molekul B, didapat: 
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7.4.4 Integral Skalar Tumbukan Reaktif 
 

Setelah menyelesaikan semua evaluasi-evaluasi di atas maka pada persamaan 

7.30 menghasilkan notasi baru yaitu integral skalar bagi tumbukan molekulun- 

tuk orde ke 2 pada tahap pendekatan Navier-Stokes R
(2) , yaitu: 

M 16mAmB 

M2 = nAnBδAB 
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B 
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4 + 
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(7.67) 
 

Dari persamaan 7.51 dan persamaan 7.67, maka persamaan 7.30 menjadi: 
 

nAnB 
  

M − 2µ 
  " 

 ε0  
  2

 

 

 

  
  ε   
  1 

# 
(0) 

h2,A = 
(2) 4M 
22,A 

kT 
−   

kT 
— 

4 
kr 

(7.68) 

nBnA 
  

M − 2µ 
  " 

 ε0  
  2

 
 

 

  
  ε   
  1 

# 
(0) 

h2,B = 
(2) 4M 
22,B 

kT 
−   

kT 
— 

4 
kr 

 

  7.5 Tetapan Laju Reaksi Terkoreksi 

Dari persamaan 7.68 ini, maka persamaan koefisien transport reaktif η pada 

persamaan 7.28 [Gunawan, 2001], menjadi: 

 

  
    1 1   

    
M − 2µ

 2
 

 

η = 
(2) 
22,A 

+ 
(2) 2M 
22,B 

(7.69) 

" 
 ε0  

  2 
ε   

2 
2 

— n nBk 
 

Hubungan antara tetapan laju reaksi umum kr terhadap koefisien transport 

reaktif η, dapat dinyatakan dengan: 

 
kr = k(0) 

+ k(1) 
r r 
(0) η (7.70) 

= kr   − 
2nAnB

 

Dan dari persamaan 7.69 ini, maka didapat harga tetapan laju reaksi terko- 

reksi k(1)
, sehingga persamaan 7.11, yaitu: 

 

 
(1) nAnB 

  
     1  

 

 

   1   
    

M − 2µ
 2

 
 

kr = − 
2

 (2) 22,A 

+ 
(2) 2M 
22,B 

(7.71) 

" 
 ε0  

  2 
ε 1 

(0) 2 
r 

R 

R 

R 

A A 

kT 

kT 

# 
 
 k 

× 
kT 

× 
kT 
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Transport reaktif kimia baru dapat dimunculkan yaitu adanya fluks reaktif ki - 

mia dan koefisien transport reaktif. Fluks dan koefisien ini sangat penting dalam  

menjelaskan adanya transport baru dalam teori kinetik kimia. Adapun gambaran 

tentang transport reaktif kimia ini telah dijelaskan pada bab sebelumnya, yaitu 

pada keadaan transisi. 

Untuk mengetahui faktor koreksi terhadap tetapan laju reaksi, maka perlu 

dirumuskan persamaan baru, dimana dimulai dari persamaan 7.71, yaitu: 
 

k(1) 
= −γk(0) 

(7.72) 

dimana γ adalah sebagai faktor koreksi tetapan laju reaksi dan diungkapkan 

sebagai: 

 

nAnB 
  
      1 1   

    
M − 2µ

 2
 

 

γ = 
2

 
(2) 22,A " 

 ε0  
  2

 

+ 
(2) 
22,B 

  
  ε   
  

2M 
2 

(0) 

(7.73) 

 

Maka didapat: 

× 
kT 

—   
kT 

− 
4 

kr 

 

kr = k(0) 
+ k(1) 

r r (7.74) 

= k(0)
  

1 − γ
 

 

Faktor koreksi ini penting menghitung besar efek tumbukan reaktif terhadap 

prediksi fungsi distribusi kecepatan Maxwell, tetapi tidak untuk menghitung 

besar efek dari panas reaksi. Koreksi terhadap fungsi Maxwell ini dapat juga 

dijelaskan melalui distorsi fungsi Maxwell. 



 

 

− 

 

 

 

8 
Besaran Kimia Fisika Yang Ter- 

koreksi 

 
BAGI SISTEM CAMP URAN bereaksi dua komponen, maka proses-proses transport yang penting adalah transport energi 

kinetik, transport momentum dan transport reaktif kimia. 

 

 

  8.1 Tumbukan Reaktif yang mengikuti mo- 

del Present 

Untuk mendapatkan gambaran yang lebih nyata mengenai pengaruh reaksi pada  

bentuk fungsi gangguan maupun pada persamaan perubahan, maka diperlukan 

bahasan tentang reaksi yang mengikutimodel tertentu. 

Sebagai model reaksi akan diambil reaksi-reaksi, dimana kebolehjadian 

reaksi pada tumbukan mengikuti model yang diberikan oleh Present. Dalam 

model ini, dengan energi tumbukan relatif, yaitu: 

µg2 

ε =     AB 

2 
(8.1) 

Dimana µ adalah massa tereduksi, sedangkan α (gAB) adalah kebolehjadian 

reaksi, dan secara umum diberikan oleh: 

 
 

α (gAB) = 

 
 

0 ,    jika ε < ε0 
 
 

(8.2) 

 

 

Gambar 8.1: Kurva Model Present. 

  
1 

ε0 ,    jika ε ≥ ε0 
 

Adapun bentuk kurva model Present dapat dilihat pada Gambar 8.1, dimana 

ε0 adalah suatu harga energi tumbukan relatif minimum antara molekul A dan 

molekul B agar tumbukan menghasilkan reaksi kimia. 

Bila model Present ini diterapkan pada persamaan 3.27, maka didapat 

tetapan laju reaksi kimia model Present, yaitu: 

ε 
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r AB 

     
−

 

2 

r 

r 

r 

r 

r 
kT 

 

 
 

k(0) = πδ 
8kT 1/2 

µπ 

 
exp 

 ε0  

kT 

 
(8.3) 

Pada persamaan 8.3 ini muncul kembali notasi diameter tumbukan antara 

molekul A dan molekul B, yang diungkapkan sebagai: 

δAB = 
δA + δB 

 
(8.4) 

Pada pendekatan Navier-Stokes, maka dari keempat komponen fungsi gang- 

guan, yaitu Ai, Bi, Di, dan Hi, maka pengaruh reaksi kimia hanya muncul pada 

fungsi Hi, khususnya pada harga koefisien h2A, dan h2B. Dalam evaluasi harga 

koefisien ini terdapat tiga integral yang perlu diselesaikan. 

 

 

  8.2 Distorsi fungsi distribusi kecepatan 

Maxwell 

Dengan hasil-hasil di atas, terutama perolehan persamaan integral 7.48 dan 

persamaan 7.67, maka ungkapan bagi kedua molekul A dan molekul B mengha- 

silkan dua koefisien fungsi skalar h2A, h2B yaitu: 
 

h 
nAnB 

  
 M − 2µ 

   

T2   d
2 

 

 

 
k(0) 

2,A = 
(2) 4M 
22,A 

dT2   r
 (8.5) 

h 
nBnA 

  
 M − 2µ 

   

T2   d
2 

 

 

k(0) 

2,B = 
(2) 4M 
22,B 

dT2    r 

Ungkapan yang diperoleh bagi h2A, dan h2B ini berlaku secara umum 

[Present, 1959], artinya tidak terikat dengan model tertentu bagi ungkapan 

tetapan laju reaksi k(0)
. 

Adalah menarik bahwa h2A, dan h2B tersebut berbanding lurus dengan 

turunan kedua k(0) terhadap temperatur, yang tidak lain adalah kelengkapan 

(curvature) dari kurva k(0) sebagai fungsi T. Untuk pembahasan, bentuk umum 

bagi k(0) akan diberikan sebagai 

k(0) = ATs exp 
  
−

  ε 
(8.6) 

 

Gambar  8.2:  Svante Au- 

gust Arrhenius (Sumber:  ht- 

tps://sites.middlebury.edu/fuentesgeorge/ 

2015/07/01/from-acid-rains-to-acid-seas/). 

dengan A dan s adalah tetapan-tetapan yang mempengaruhi bentuk kurvanya, 

sedangkan ε adalah energi pengaktifan dari tumbukan reaktif yang harus dilalui. 

Bila dikaitkan dengan teori kompleks teraktifan [Popielawski, 1985], harga s 

ditentukan oleh bentuk komplek teraktifan yang terjadi antara molekul-molekul 

pereaksi. Untuk harga-harga: 

s =  

 

 

0 ,    sesuai model Arrhenius 

 

1 ,    sesuai model tumbukan bola keras Present 
2 

 

 
(8.7) 

R 

R 
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Model Arrhenius adalah model yang paling banyak digunakan dalam mem- 

pelajari laju suatu reaksi kimia. 

Kurva k(0) terhadap T memiliki satu titik infleksi pada titik temperatur: 

 
T = Ti (8.8) 

Sedemikian rupa sehingga untuk: 

 
T < Ti (8.9) 

maka elengkungan kurva adalah positif, sedangkan untuk: 

 
T > Ti (8.10) 

maka kelengkungan kurva adalah negatif. 

Dari ungkapan pada persamaan 8.5 di atas maka tanda h2A, dan h2B juga 

mengikuti pola yang sama. Mengingat ungkapan bagi fungsi gangguan Φi pada 

persamaan 4.17 serta bentuk polinom Sonine S(2) W2 , maka pada temperatur- 

temperatur di bawah Ti distorsi pada kurva dsitribusi kecepatan Maxwell akan 

negatif bagi kecepatan tinggi serta kecepatan rendah, dan postif di sekitar: 

  
5kT

 1/2
 

 

 

 
 
 
 

Gambar 8.3: Richard David Present (Sumber: 

 

Sedangkan bagi temperatur di atas Ti tanda tersebut akan merupakan seba- 

liknya. 

Ini dapat diartikan bahwa pada temperatur rendah, energi pengaktifan mole- 

kul diperoleh dari molekul-molekul dengan kecepatan rendah dan kecepatan 

tinggi. Untuk harga-harga s yang negatif, sebagai dihasilkan oleh teori kom- 

pleks teraktifkan bagi berbagai macam reaksi, pola ketergantungan distorsi pada  

temperatur dan kecepatan menjadi lebih rumit. 

Hal ini karena kurva k(0) terhadap temperatur memiliki harga maksimum, 

dimana akan ada dua titik infleksi karena tetapan laju menuju harga nol untuk: 

 
k(0) 

→ 0
 

 

 

T → 0 

T → ∞ 

 
 

(8.12) 

Menurunnya harga k(0) pada temperatur tinggi dimungkinkan karena terge- 

sernya kesetimbangan antara kompleks dengan pereaksi ke arah pereaksi. 

 

 

  8.3 Persamaan perubahan Pendekatan 

Navier-Stokes 

Dari hasil-hasil penurunan fungsi gangguan melalui cara gangguan Chapman- 

Enskog di atas, yang mendapatkan tiga fluks penting bagi sistem reaktif: flusks 

https://www.eduspb.com/node/3514). 
mi 

Vi = (8.11) 

http://www.eduspb.com/node/3514)
http://www.eduspb.com/node/3514)
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ternal, fluks momentum dan fluks reaktif kimia, serta koefisien-koefisiennya, 

maka dapat diperoleh persamaan perubahan Navier-Stokes, yang telah diperoleh 

perumusannya melalui cara Enskog, yaitu: 

1. Persamaan kontinuitas 3.33, yaitu: 

 

 
D ∂ 

∞ 
 

  

 

(r) 

Dt 
n + n 

∂r 
• u = −2nAnB ∑ kr 

= −2nAnB

   
k(0) + k(1)

 
 

= −2nAnB

  
k(0) − 

     η  
 
 

= −2nAnBk(0)
  

1 − γ
 
 

 

Persamaan kontinuitas ini mengindikasikan adanya kelakuan massa sebagai 

fungsi jarak antar molekul, dan dengan munculnya koefisien transport reaktif  

maka berarti pada tahap ini adalah koreksi dari tahap Euler. Persamaan ini 

juga tidak invariant terhadap waktu karena munculnya k(0)
. 

2. Persamaan gerak 3.34, yaitu 

 

 
D 1 ∂ 

 
∞ (r) 

Dt 
u = − 

ρ ∂r 
• ∑ P

 

= − 
1 ∂ 

•   

   

P(0) + P(1) 
 
 

= − 
1 ∂ 

• 

  

nkTU − 2ηS
 

 

 
 

(8.14) 

 

Persamaan gerak ini mengindikasikan adanya kelakuan kecepatan alir seba- 

gai fungsi jarak antar molekul, dan dengan munculnya koefisien viskositas 

geser maka berarti pada tahap ini adalah koreksi dari tahap Euler. Persamaan 

ini invariant terhadap waktu karena tidak munculnya k(0)
. 

3. Persamaan neraca energi 3.35: 

 

D  3 
nkT

 
 

  
3 

nkT

 
 ∂ 

u 
∞ (r) ∂ 

 

 

 ∂ 
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q(r) 

Dt 2 
= − 

2
 

∂r 
•

 ∑ r=0 
2 d 

    
∞

 

∂r 
(r) 

• ∑ r=0 

— nAnB 3kT + kT 
dt

 ∑ kr 
r=0  

(8.15) 
 

Dari perolehan di atas dan dan bahwa nilai fluks termal hingga tahap Navier 

-Stokes adalah: 

— 
∂r 

− 

r=0 

P : u 

(8.13) 



BES A R AN K IM IA FI SI  KA YAN G TERKO RE KS I  83 
 

 

r 

r 

3 dT 
r 

2nAnB 

Dt ∂r 
r 

2nAnB 

 

 

 

 
∞ 

∑ 
r=0 

 
q(r) 

 
= q(0) 

 
+ q(1) 

 
∂T 

= −λ 
∂r 

(8.16) 

 

Maka didapat: 

D 

 

2 ∂ 2 ∂ 

 

2 ∂ ∂T 

Dt 
ln T = − 

3 ∂r 
• u + 

3 
ηS: 

∂r
u + 

3kT 
λ
∂r 

• 

∂r 

—
 2 

nxAxBT
 d    

k(0) − 
     η  

 
 

 

(8.17) 

 

Persamaan kontinuitas ini mengindikasikan adanya kelakuan temperatur 

sebagai fungsi jarak antar molekul, dan dengan munculnya tiga koefisien: 

koefisien hantaran panas, koefisien viskositas geser dan koefisien reaktif ki- 

mia, maka berarti pada tahap ini adalah koreksi dari tahap Euler. Persamaan 

ini juga tidak invariant terhadap waktu karena k(0)
. 

Persamaan perubahan Navier-Stokes ini menjadi penting untuk penyelesaian 

persamaan Boltzmann tahap pendekatan Burnett. Sehingga diharapkan pada 

saat pendekatan Burnett, muncul persamaan yang mengaitkan antara reaksi 

kimia dengan proses-proses transport: diffusi, viskositas dan hantaran panas. 

Pada tahap pendekatan Burnett juga akan ditinjau kekekalan azas Curie. 

 

 

  8.4 Ketergantungan terhadap Tetapan La- 

ju Reaksi 

Telah diturunkan ungkapan fungsi distribusi kecepatan bagi suatu sistem cam- 

puran gas-gas antara A dan B yang mengalami tumbukan reaktif. Penyelesaian 

persamaan Boltzmann dilakukan melalui cara ganggua Chapmann-Enskog, 

hingga ke tahap pendekatan pertama (tahap Navier-Stokes). 

Ini adalah tahapan yang masih linier terhadap gradien besaran makroskopik.  

Dari fungsi gangguan yang didapat, ternyata pengaruh reaksi kimia hanya 

muncul pada faktor skalar, dan tidak pada faktor yang sebanding dengan gradien- 

gradien: suhu, kecepatan rata-rata dan konsentrasi. 

Ini memperkuat prinsip Curie, yang melarang pengkaitan gaya-gaya denga 

orde ketensorang yang berbeda partisinya. Persamaan perubahan Navier-Stokes 

yang bergantung pada tumbukan reaktif adalah: 

1. Persamaan kontinuitas, dengan hubungan: 

 

 D 
n + n

 ∂ 
• u ∼

  
k(0) − 

     η  
 
 

 
∼ k(0)

  
1 − γ

 
 

(8.18) 
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2. Persamaan neraca energi, dengan hubungan: 

 

 D 
ln T ∼

  
k(0) − 

     η  
  

(8.19) 
 

Sedangkan Persamaan gerak tidak berhubungan dengan tetapan laju reaksi, 

sehingga didapat: 

 D 
u ≇

 
k(0) − 

     η  
  

(8.20) 

Ketiga persamaan perubahan di atas mengindikasikan adanya kelakuan 

massa, kecepatan air, fluks reaktif kimia dan suhu sebagai fungsi dari jarak 

antar molekul dan waktu proses-proses transport. 

Berbeda dengan persamaan Navier-Stokes bagi sistem-sistem tanpa reaksi 

yang invariant terhadap waktu, maka di sini persamaan gerak saja yang invariant  

terhadap waktu. Kedua persamaan lain telah tak-invariant karena munculnya 

ungkapan tetapan laju reaksi k(0) didalamnya. 

Konsep dinamika reaksi molekular, terutama teori keadaan transisi pada 

permukaan energi potensial, dapat memberikan kontribusinya untuk menjelask- 

an munculnya fluks reaktif kimia pada persamaan kontinuitas dan persamaan 

neraca energi. 

Untuk lebih mengetahui secara nyata pengaruh reaksi kimia terhadap proses - 

proses transport, maka setelah persamaan perubahan Navier-Stokes diperoleh, 

perlu dilanjutkan penyelesaian persamaan integro-differensial Boltzmann sam- 

pai tahap pendekatan Burnett. 



 

 

    

 

 

 

9 
Persamaan Boltzmann dan Dina- 

mika Reaksi Molekular 

 
KI NETI KA K IM IA dapat dijelaskan dari kelakuan molekul, ada tiga tingkat pendekatan untuk mengembangkan teori  

kinetika kimia, yang berusaha menjelaskan reaksi sederhana yaitu: teori tumbukan, teori kompleks teraktivasi dan 

dinamika reaksi molekular [Martoprawiro, 1990]. 

 

 

  9.1 Dari Kinetika ke Dinamika 

Pada awal abad ke 20, studi tentang reaktivitas telah didominasi dengan perta- 

nyaan: 

1. Bagaimana terjadinya proses suatu reaksi dan bagaimana laju kinetiknya? 

[Zewail, 2000] 

2. Bagaimana kebolehjadian suatu reaksi? [Imam-Rahayu, 1995a] 
 

3. Bagaimana bentuk kebolehjadian reaksi terhadap energi translasi dari reakt- 

an? [Shizgal and Karplus, 1970] 

4. Bagaimana hasil reaksi terdistribusi selama dalam tingkat energi transisi, 

energi ‘puncak gunung’ antara reaktan dan produk? [Levine, 1995] 

Savante Arrhenius telah memberikan suatu deskripsi tentang adanya peru- 

bahan laju reaksi kimia terhadap temperatur dan dirumuskan, pada tahun 1889, 

dalam bentuk tetapan laju reaksi kimia [Zewail, 2000]: 

k = A exp 
−Ea 

(9.1) 

RT 

Tetapi informasi yang diberikan sangat sedikit, sehingga belum menjawab 

pertanyaan diatas. Suatu keadaan transisi: tentang tumbukan molekul, energi 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Gambar   9.1: Ahmed Zewail (Sumber: 

https://www.zewailcity.edu.eg/main/post- 

details.php-lang=endalias= zewail). 

http://www.zewailcity.edu.eg/main/post-
http://www.zewailcity.edu.eg/main/post-
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transfer, ikatan kimia yang putus dan terbentuk, adalah fokus dari area dinamika 

reaksi molekular [Brown et al., 1994], sehingga dengan konsep dinamika reaksi 

molekular, maka pertanyaan-pertanyaan di atas akan terjawab [Levine, 1995]. 

Dan selama ini dinamika reaksi molekular dibantu oleh suatu program 

komputer intruksional untuk menerangkan interaktif dinamika tumbukan reaktif 

dari dua molekul [Reid et al., 1999]. 

 

 

 

 
Gambar 9.2: Muhamad  Abdul- 

kadir  Martoprawiro (Sumber: 

https://lppm.itb.ac.id/id/muhamad-a- 

martoprawiro). 

  9.2 Tumbukan Reaktif 

Konsep dasar dari teori tumbukan adalah partikel bertumbukan dengan fre- 

kuensi yang dihitung dari teori kinetik gas, dan reaksi terjadi jika tumbukan 

cukup berenergi, yaitu melalui konsep penampang lintang tumbukan (collision 

cross-section). Ketakcocokan yang mula-mula muncul adalah akibat tidak 

diperhitungkannya pengaruh orientasi tumbukan, walaupun konsep energi pe- 

ngaktifan telah digunakan. Koreksi dilakukan dengan memunculkan konsep 

penampang lintang reaktif (reactive cross-section), yang memperhitungkan efek 

sterik atau kebolehjadian reaksi [Martoprawiro, 1990]. 

 
9.2.1 Penampang lintang tumbukan 

Seperti yang telah dijelaskan pada bab sebelumnya tentang teori hamburan 

tumbukan, maka penampang lintang tumbukan adalah [Levine and Bernstein, 

1974]: 

dζ ≡ 2ππbdb = 
dδAB dΩ (9.2) 

dan diperoleh 

 

ζ = πδ2  (9.3) 
 

 

 
Gambar 9.3: Hubungan kebolehjadian reak- 

si dengan energi kinetik: Model the line-of- 

centers kinetic energy (Sumber: Ira N. Levine, 

Physical Chemistry, McGraw- Hill, Singapu- 

ra, 1995). 

Selanjutnya ζ disebut juga sebagai potensial intermolekular realistis (realis- 

tic intermolecular potentials). Pada perolehan ini, merupakan landasan untuk 

mempelajari tumbukan molekular reaktif (reactive molecular collision) [Levine 

and Bernstein, 1974]. 

 
9.2.2 Kebolehjadian Tumbukan Reaktif 

Dalam mempelajari tumbukan molekular reaktif sangat tergantung pada kebo- 

lehjadian reaksi, α gAB , dimana kebolehjadian reaksi ini sangat diperlukan 

untuk menetukan jenis tumbukan reaktif dalam penyelesaian modifikasi per- 

samaan Boltzmann. Kebolehjadian reaksi akan mempengaruhi besar reactive 

cross section, yang selanjutnya akan menentukan tetapan laju reaksi, kr [Shizgal 

and Karplus, 1970]. 
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√ 

kT 

√ 

kr = AB 

πµ 
(9.5) 

 

 

Secara sistematis penampang lintang reaktif merupakan perkalian antara 

penampang lintang tumbukan dengan kebolehjadian reaksi, yaitu [Levine and 

Bernstein, 1974], yaitu: 

ζr = πδ2   α
  

gAB

 
(9.4) 

Dari kebolehjadian reaksi ini, muncullah teori tumbukan bola keras (hard- 

sphere collision theory), yang secara umum dibedakan menjadi dua model 

reaksi [Levine, 1995] : 

1. Model reaksi energi kinetik garis pusat (the line-of-centers kinetic energy) 

yang dapat dilihat pada Gambar 9.3 

2. Model reaksi energi kinetik relatif (relative kinetic energy) yang dapat dilihat 

pada Gambar 9.4. 
 

Model reaksi inilah yang akan mempengaruhi besarnya tetapan laju suatu 

reaksi kimia. Seperti yang telah dijelaskan pada persamaan 3.43, yang dapat 

disingkat kembali menjadi: 

 

 

 
Gambar 9.4: Hubungan kebolehjadian reaksi 

dengan energi kinetik: Model relative kine- 

tic energy (Sumber: Ira N. Levine, Physical 

(0) πδ2 
  

 2  
 3/2 ∫ ∞ 

 

  

  ε   
  

 

 

Chemistry, McGraw- Hill, Singapura, 1995). 

 

∞ 

εα (gAB 
0 ) exp 

 
−

 ε  
dε 

dimana A adalah tetapan Arrhenius yang memiliki harga: 

 
πδ2 

A = AB 

πµ 

  
2

 3/2 
 

 

 
(9.6) 

Secara kinetik, tetapan laju reaksi ini terselesaikan dengan menetukan model 

kebolehjadian reaksinya. 

 

9.2.3 Fluks reaktif 

Pada masa tumbukan reaktif, maka dalam perkembangannya didukung oleh 

perkembangan percobaan berkas molekul silang (crossed molecular beams) 

[Martoprawiro, 1990]. Inti dari percobaan ini adalah pengamatan hamburan 

berkas molekul A oleh berkas molekul B yang bergerak menyilang. 

Energi translasi molekul dapat diatur dengan jaringan pemilih kecepatan. 

Alat yang lebih baru dapat mengatur energi vibrasi awal molekul dengan eksitasi  

selektif dengan laser [Zewail, 2000], dan mangatur orientasi tumbukan dengan 

medan listrik [Martoprawiro, 1990],[Levine and Bernstein, 1974]. 

Detektor dapat mencatat distribusi angular dari produk tumbukan reaktif 

dan distribusi tingkat-tingkat energi vibrasi molekul [Martoprawiro, 1990]. 

Distribusi produk tersebut dinyatakan sebagai fluks reaktif tumbukan atau fluks  

reaktif kimia (chemicsl reactive flux) [Shizgal and Karplus, 1970],[Levine and 

 

 

Gambar 9.5: Diagram skema alat berkas mo- 

lekul silang (diadopsi dari: Ira N. Levine, 

Physical Chemistry, Mc-Graw-Hill Singapura, 

1995). 

k 

kT 0 kT 
∫
3− /2= AT 

εα (gAB) exp 
− 

dε 
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2nAnB 2nAnB A B 

 

 

Bernstein, 1974], yang secara identik telah diungkapkan oleh persamaan 7.2. 

Adapun bentuk umunya adalah: 

kr =
    1 D

Jr ( fA, fB)
E   

+
    1 D

Jr ( fB, fA)
E 

(9.7) 
 

Atau dapat dituliskan kembali sebagai 

2nAnBkr =
D

Jr ( fA, fB)
E

A 
+

D
Jr ( fB, fA)

E

B 
(9.8) 

Persamaan fluks reaktif kimia ini telah diselesaikan pada bab sebelumnya 

melalui metoda Enskog sampai tahap penyelesaian yang diinginkan. Dan pada 

penyelesaian persamaan Boltzmann sampai tahap pendekatan Navier-Stokes, 

fluks reaktif kimia ini terkoreksi dengan munculnya koefisien transport reaktif. 

Sedangkan untuk memberikan gambaran fisiknya diperlukan peranan di- 

namika tumbukan reaktif terutama pada kebolehjadian reaksi dan permukaan 

energi potensial. 

Fluks reaktif kimia sangat dipengaruhi oleh tetapan laju reaksi, namun untuk 

dapat menggambarkan secara molekulnya, maka dalam menentukan hukum 

laju reaksi, diperlukan teori kompleks teraktif, yang akan lebih dijelaskan dalam  

teori permukaan energi potensial. 

 

 

  9.3 Permukaan energi potensial 

Ilustrasi tumbukan berkas molekul molekul A oleh berkas molekul B di atas 

dapat diterangkan melalui konsep permukaan energi potensial (Potential Energy 

Surface), dimana molekul B diasumsikan tidak bulat. Sehingga dapat diaplika- 

sikan untuk reaksi 

 

A + B −→ AB (9.9) 

Konsep ini menerangkan dua molekul tersebut yang dapat bereaksi akan 

mengalami peningkatan energi potensial jika saling berdekatan, hingga akhirnya  

mencapai energi potensial maksimum, dengan menelusuri ‘lembah’ potensial. 

Dari titik naksimal ini, yang disebut titik pelana (saddle point), kedua molekul 

dapat memperkecil energi potensialnya dengan menghasilkan produk reaksi. 

Keadaan sistem molekul pada titik maksimum energi potensial disebut 

keadaan transisi. Dengan cara pandang ini juga, teori kompleks teraktifkan 

menurunkan tetapan laju reaksi. Ilustrasi ini dapat digambarkan seperti pada 

gambar3.3, di bawah ini. Dari konsep permukaan energi potensial ini, mun- 

cullah konsep koordinat reaksi, yang merupakan penjelasan perspektif dari 

permukaan energi potensial [Martoprawiro, 1990]. 

Semua interaksi antara molekul di atas berada dalam suatu permukaan 

potensial energi, dan setiap reaksi kimia akan melalui lintas tumbukan trajectory 
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r 

h i 

 

 

dalam permukaan energi potensial tersebut [Shizgal and Karplus, 1970],[Levine 

and Bernstein, 1974]. 

Secara teori maupun eksperimen, maka prinsip pendekatan Potential Energy 

Surface dan koordinat reaksi ini dipengaruhi oleh tetapan laju reaksi kimia 

[Levine and Bernstein, 1974]. Terutama pada fungsi kebolehjadian reaksi kimia, 

α gij , dan energi aktivasi, ε0. Ilustrasi dari model permukaan energi potensial 

dan persepektifnya sebagai kurva energi versus koordinat reaksi dapat dilihat 

pada Gambar 9.6 berikut. 

 
 

 
 

 

Dengan demikian, konsep permukaan energi potensial ini dapat mempre- 

diksi keadaan transisi (saddle point), energi aktivasi dan distribusi hasil reaksi 

atau fluks reaktif kimia [Levine and Bernstein, 1974]. Fluks reaksi kimia, suatu 

konsep dari Karplus [Shizgal and Karplus, 1970], adalah fluks yang penting 

dalam kinetika tumbukan reaktif, yang akan menerangkan aliran konsentrasi 

keadaan transisi pada titik pelana dalam permukaan energi potensial. Perumu- 

sannya telah dijelaskan pada bab sebelumnya hingga pada tahap pendekatan 

Navier-Stokes. 

Gambar 9.6: Model Permukaan energi po- 

tensial dan persepektifnya sebagai koordinat 

reaksi kimia. 

 

 

  9.4 Teori Keadaan transisi 

Salah satu tujuan dari konsep keadaan transisi adalah untuk menentukan, secara 

dinamika, hukum laju reaksi. Teoro kompleks teraktifan meninjau reaksi seba- 

gai pembentukan kompleks teraktifan   A · · · B 
 =

, diikuti perubahan menjadi 

hasil reaksi dengan tetapan laju reaksi k  = [Martoprawiro, 1990],[Levine, 1995] 
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r 
h i 

h 

   
νAB

 

r 
trans vib 

(AB 
 
) 

vib 
h i 

(AB)  =  

exp
 

qAqB 
(AB)  = 

RT 
A 

 

 

, yaitu: 

A + B −→ 
h

A · · · B
i  = 

−→ AB (9.10) 

Dua masalah yang akan diselesaikan melalui teori ini adalah penetuan k  = 

dan AB 
 =

. Dalam bentuknya yang sederhana, persamaan reaksi ini dianggap 

berupa suatu kesetimbangan. Kedua masalah ini dipecahkan oleh teori dasar 

yaitu termodinamika statistik dan di sini kita melihat teori ini meninjau kinetika 

kimia dari aspek mikroskopiknya, karena pada penentuan fungsi partisinya,  

tingkat energi translasinya, energi vibrasi molekul, sudut ikatan, dll [Martop- 

rawiro, 1990], dan harga tetapan kesetimbangan diungkapkan oleh: [Zewail, 

2000],[Barrow, 1996]. 

 

K  = = 

h
A · · · B

i  = 

h
A
ih

B
i 

 

=
 q(AB)  =  

exp
 

qAqB 

 
U (AB) = 

— 
RT 

 
 

(9.11) 

 

dimana K  = adalah tetapan kesetimbangan keadaan transisi, q adalah fungsi 

partisi dan U(AB)  = adalah perbedaan energi antara molekul A dan molekul B, 

sedangkan q(AB) adalah fungsi partisi bagi keadaan transisi serta q(A), q(B) 

adalah fungsi partisi bagi molekul A dan molekul B . 

Dari teori keadaan transisi, maka bila V adalah laju reaksi [Barrow, 1996], 

maka didapat perumusan yang berasal dari konsep termodinamika statistik, 

yaitu dengan terlibatnya besaran fisika kuantum
 kT 

, maka didapat:: 

 
 

Gambar 9.7: Diagram koordinat reaksi dan 

hubungan antara kompleks teraktifasi dengan 

keadaan transisi untuk menjelaskan peumus- 

 

V = νAB K  =
h

A
ih

B
i
 

  
  kT   q  

 

 

U  
!

h   ih 

 
 

(9.12) 

 

Dimana adalah frekuensi tumbukan, h adalah tetapan Planck dan 
kT

 
h 

adalah harga fungsi partisi vibrasi untuk reaksi berlangsung cepat [Zewail, 

2000]. Keadaan transisi ini berlangsung sangat cepat, yaitu berkisar 1 hingga 

10 f s (femto second) [Zewail, 2000]. Penjabaran persamaan ini menghasilkan 

hukum kecepatan reaksi yang hasilnya identik dengan dari penurunan melalui 

teori kinetik gas, yaitu: [Zewail, 2000],[Barrow, 1996] 

 

 
k  = = kT q

(AB)
 =

 
q
(AB)

 =
 exp  

  

− 

U(AB)  = 

! 

(9.13) 
 

h    qA,transqB,trans RT 
 

Dimana q = 

trans 
adalah fungsi partisi translasi dan q

(AB)  = adalah fungsi 

partisi vibrasi, pada titik transisi A · · · B 
 =

, secara berturut-turut, dengan 

ungkapan masing-masing: 

hνAB 

an tetapan laju reaksi (diadopsi dari: Ahmed 

Zewail, J.Phys. Chem., 104, 5660, 2000. 

i 
= ν AB − B 

! 
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1. Fungsi partisi translasi pada titik transisi: 

 

q = 

trans 

 

2π
 

mA + 

 
h2 

m 
 

kT 
3/2

 

 

 
(9.14) 

 

2. Fungsi partisi translasi molekul i: 

 

 

  
2πmikT 

  3/2
 

 

3. Fungsi partisi vibrasi pada titik transisi: 

 

8π2

 
δA 

+ δB

    
µkT 2 

q
(AB)

 =  = h2 (9.16) 

Dari ketiga harga fungsi partisi di atas maka didapat: 

 

 

k  = = 
 
δA + δB 

 2 
    

8πkT 
  1/2

 
 

 

 
exp 

U(AB) = 

— 
RT 

 
(9.17) 

Dari hasil di atas maka dapat diperoleh suatu informasi bahwa tetapan laju 

reaksi dari hasil teori keadaan transisi k  = pada persamaan 9.17 adalah identik 

dengan tetapan laju reaksi dari hasil teori kinetik gas k(0) pada persamaan 3.43 

sehingga dapat diungkapkan bahwa: 

 

k  = ∼ k(0) 

 
 

(9.18) 

Dari persamaan 9.18 ini, menunjukkan bahwa tetapan laju reaksi pada 

ilustrasi permukaan energi potensial adalah berada pada titik pelana atau pada 

keadaan transisi [Barrow, 1996]. 

Dari Gambar 9.8 ini, maka persamaan 9.18 dapat lebih difahami kaitan 

antara tetapan laju dari teori kompleks teraktifasi, k  =, yang lebih menekankan 

pada konsep tumbukan penampang lintang reaktif. 

Untuk lebih memudahkan pemahaman konsep ini, maka akan dijelaskan 

pada konsep permukaan energi potensial seperti pada Gambar 9.8 

Dari analisa gambar tersebut dapat dijelaskan lebih jauh tentang teori kom- 

pleks teraktifasi atau keadaan transisi adalah ilustrasi fluks reaktif kimia pada 

keadaan transisi. 

Aliran fluks reaktif kimia pada keadaan transisi adalah sesuai dengan arah 

vibrasi asimetri, yaitu vibrasi yang menghasilkan produk. Arah vibrasi simetri 

‘terjebak’ dalam potensial serupa Lennard-Jones, suatu potensial untuk sistem 

tiga partikel [Martoprawiro, 1990]. 

 

 

  9.5 Model Permukaan Energi Potensial 

µ 

h2 
q = 

trans 

= 

! 

= (9.15) 
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AB AB 

 
 

 
Gambar 9.8: Ilustrasi pada keadaan transisi 

dan kompleks teraktifasi untuk menunjukk- 

an adanya konsentrasi pada keadaan transisi 

sebagai fluks reaktif kimia. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

9.5.1 Potensial Energi 2 Dimensi 

Dalam menentukan model permukaan energi potensial, maka diperlukan model 

kurva energi potensial dua dimensi. Ada banyak model kurva energi potensial 

yang menghubungkan antara besaran energi dengan variabel jarak atau variabel  

lainnya. Lennard-Jones memberi model kurva energi potensial bagi tumbukan 

antar dua molekul, dengan ungkapan: 

  
 δ  

!12   
 δ  

!6  

ε = 4ε0  
r(AB) 

— 
r(AB) 

 (9.19) 

 

 

 

 

 

 
 

Gambar 9.9: Sir John Edward Lennard-Jones, 

seorang fisikawan teori dari Inggris. (Sum- 

ber: https://www.findagrave.com/memorial/ 

48972206/john-edward-lennard-jones) 

Bila diungkapkan dalam bentuk kurva maka dapat dilihat pada Gambar 

9.10. Dimana interaksi antara molekul A dengan molekul B akan terjadi pada 

titik seimbang dengan energi sebesar ε0, sedangkan r(A+B) adalah jarak antara 

molekul A dengan molekul B, serta δAB adalah jarak antar molekul yang berpo- 

tongan dengan sumbu rAB, dan kurva persamaan ini dapat dilihat pada Gambar 

9.10 

Persamaan energi potensial Lennard-Jones 9.19 ini adalah dasar dalam me- 

nurunkan persamaan permukaan energi potensial Lennard-Jones tida dimensi. 

 
9.5.2 Permukaan Energi Potensial 

Penentuan permukaan energi potensial atau PEP (Potential Energy Surface) 

Lennard-Jones 3D berdasarkan potensial Lennard-Jones (12-6). Prosedur yang 

digunakan adalah dengan analisa fungsi empirik melalui cara fungsi switching 

[Levine and Bernstein, 1974], yaitu: 

 

ε
  

x, y
   

= gA

  
x
  

f A

 
y

   
+ gB

  
y

  
f B

  
x
 

(9.20) 

http://www.findagrave.com/memorial/
http://www.findagrave.com/memorial/
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x 

          

− 

 

 

dimana gA x dan gB y adalah energi potensial spektroskopik Lennard- 

Jones yang telah diketahui, yang juga dapat menentukan besaran energi aktivasi,  

ε0. Sedangkan fA y dan fB x adalah fungsi sisipan (switching) yang ru- 

musnya dapat disesuaikan dengan model tumbukan reaktif yang terjadi [Levine 

and Bernstein, 1974]. 

Untuk bentuk energi potensial spektroskopik Lennard-Jones di atas dapat 

diungkapkan dalam bentuk: 

 

 
gA  x 

 
gB  y 

 
= 4ε0 

 
= 4ε0 

"  
δAB 

  12 

" 
δAB

 12 

  
δAB  

  6
# 

  
δAB  

  6
# 

 

 

 
(9.21) 

 

Sedangkan untuk harga fA y dan fB x adalah bervariasi dan ditentukan 

sebagai: 
 

fA

 
y

   
= y(0), y(1), y(2), · · · 

fB

  
x
   

= x(0), x(1), x(2), · · · 

 
 

(9.22) 

 

 

 
Gambar 9.10: Permukaan Energi Potensial 

Lennard-Jones (12-6) 2 dimensi. 

Maka diusulkan model potensial Lennard-Jones (12-6) tiga dimensi (3D), 

bagi reaksi: 

 

A + B −→ AB (9.23) 

Akan menghasilkan beberapa model PEP yang tergantung pada fungsi- 

fungsi yang berbeda, dan dapat diuraikan pada pembahasan selanjutnya. 

 

9.5.3 PEP Lennard-Jones untuk fi = y(0), fi = x(0) 

Pada kajian tentang tumbukan reaktif antar molekul, maka dipilih harga: 

 

fA

 
y

  
= y(0) = 1 

fB

 
x

  
= x(0) = 1 

Persamaan PEP Lennard-Jones untuk bagian ini adalah: 

(9.24) 

 
ε x, y 

 
= 4ε0 

"  
δAB  

  12 

 

  
δAB  

  6
# 

 

 

 (9.25) 

 
+ 4ε0 

"  
δBA  

  12   
δBA  

   6
# 

 

Pada bagian ini diungkapkan bahwa: 

x x 

y 

y y 

− 

− 

− 
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"         # 
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Sehingga didapat: 

 
  

x = r(A+B) 

y = rAB 

 

 
"   

   δ  
!12 

 

  
   δ  

!6# 
 

 

 

(9.26) 

ε   r(A+B), rAB = 4ε0 
AB AB r(A+B) r(A+B) 

(9.27) 

+ 4ε0 
δBA     

12 

rAB 
−

 
δBA     

6
 

rAB 

Persamaan 9.26 ini menghasilkan grafik tiga dimensi yang dapat dilihat 

pada Gambar 9.11. 

 

Gambar 9.11: Permukaan Energi Potensial 

Lennard-Jones (12-6) 3 dimensi bagi kondisi 

transisi yang lebih stabil. 

 

 

 

 

9.5.4 PEP Lennard-Jones untuk fi = y(1), fi = x(1) 

Pada kajian tentang tumbukan reaktif antar molekul, maka dipilih harga: 

 

fA

 
y

 
= y(1) = y 

fB

 
x

 
= x(1) = x 

Persamaan PEP Lennard-Jones untuk bagian ini adalah: 

(9.28) 

"   
   δ  

!12   
   δ  

!6 # 
ε   r(A+B), rAB = 4ε0 

AB AB r(A+B) r(A+B) 

rAB (9.29) 

+ 4ε0 δBA     
12 

rAB 
−

 
δBA     

6
 

rAB 

r(A+B) 

Persamaan 9.29 ini menghasilkan kurva PEP sepereti pada Gambar 9.12 

− 
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r(A+B) 

− r 

 

 
 

Gambar 9.12: Permukaan Energi Potensial 

Lennard-Jones (12-6) 3 dimensi bagi kondisi 

transisi yang lebih stabil, namun masih dapat 

menghasilkan produk. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

9.5.5 PEP Lennard-Jones untuk fi = y(2), fi = x(2) 

Pada kajian tentang tumbukan reaktif antar molekul, maka dipilih harga: 

 

fA

 
y

 
= y(2) = y2  

fB

 
x

 
= x(2) = x2  

Persamaan PEP Lennard-Jones untuk bagian ini adalah: 

(9.30) 

"   
   δ  

!12   
   δ  

!6 # 
ε   r(A+B), rAB = 4ε0 

AB AB r(A+B) r(A+B) 

2 
AB (9.31) 

"  
δBA 

  12 
 

 

  
δBA  

  6
# 

2 

Persamaan 9.31 ini menghasilkan kurva PEP sepereti pada Gambar 9.13 
 
 

 
 

 
Ketiga persamaan permukaan energi potensial di atas berguna untuk menen- 

tukan keadaan transisi dan energi aktivasi serta memberikan gambaran tentang 

adanya fluks reaktif kimia serta koefisien transport reaktif. 

Gambar 9.13: Permukaan Energi Potensial 

Lennard-Jones (12-6) 3 dimensi bagi kondisi 

transisi yang lebih stabil, namun masih dapat 

menghasilkan produk. 

rAB 
+ 4ε0 − 

rAB 
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Dari ketiga Gambar di atas dapat dijelaskan fluks reaktif kimia yang meng- 

andung koefisien transport reaktif, yang telah diperoleh, dihitung pada saat 

keadaan transisi. Yaitu keadaan dimana molekul reaktan berada pada kurva 

‘serupa’ Lennard-Jones tersebut. Dengan demikian konsentrasi molekul transisi  

dapat dirumuskan melalui fluks reaktif tersebut. 

 

 
 

Gambar 9.14: Permukaan Energi Potensial 

Lennard-Jones (12-6) 3 dimensi bagi kondisi 

transisi yang lebih stabil, namun masih dapat 

menghasilkan produk. 

 
Dengan model permukaan energi potensial dapat dihasilkan untuk menje- 

laskan adanya fluks reaktif kimia, yaitu pada saat terjadinya keadaan transisi 

sistem reaktan, seperti yang telah dijelaskan pada Gambar 9.8 di atas. 
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