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Abstrak
Pada artikel ini dibahas penaksiran paremeter model regresi Weibull hivanat (RWB). Model RWB
adalah model fungsi kepadaran peluang bersams distribusi Weibull biveriel yang berpantung pada
kovariat Model RWE yang dibahas dikontruksi den model fongsi survival bersama distribusi
Weibull bivariat yang dikembangkan oleh Lee dan Wen denpan pammeior-pamameier skala
dimyalakan dalam model regresi dengan kovenat identik dan denpan parameter regresi berbeda
Tujuen peoclitian ini adalsh menentuken penaksir parameter mode] KWEB menprunakan metods
maximum likelibood estimation {MLE). Hasil penelitian menunyukken tahwe bentuk cksplisit
penaksir maximum likelihood (ML) tidak dapat ditemukan sacam analikal dan hampiren penaksir
ML mode] RWB diperolch secam mumerik menpgunakan metode iterasi Newron-Rapson. Untuk
mengevaluasi performa metode MLE, pada artikel ini dibahas prosedur penakeiran parameter model

RWB yung dilcrapkan pada dats indikator pencernaran air sungai.

Kuta Kuncl: Begresi Weibull bivadat, MLE, metods iterasi Newton-Raphson,

1. PENDAHULUAN

Model diswibusi Weibnll  mula-nmola
bergantung peda dga parameter yaib,
parameier lokasi (location), parameier skala
(scale) dan perameter bentok (shape}. Jika
parameter lokasi pade disiribmsi Weibull
edalah nol, maka diperoleh model distribusi
verst skmla-bentuk atan scale-shape version of
Weibull distribution. Pada distribusi Weibull,
parmmeier skaln alan parameter bentuk dapat
bargantung langsung pads kovarial atau
ptulah bebas (Rinne, 2009), (Lawless, 2003).
Parameter skala pada distribusi Weibull dapat
dinyaiskan dalam model regresi. Model
fungsi kepadetan pelwang (PDF) pada
distribusi Weibull yang perameter skala
bergantung  lengsung  pada kovariat
dinamaksn model regresi Weitmll. PDF pada
distribusi Weibull dapal diperoleh dari salah
satu fungsi-fungsi yang saling berhubungan
pada distribusi Weibull yait fiungsi distribusi
kummulztf, fimgsi survival dan fimgsi hazard.

Sampai saat m, referensi yaog membahasg
model regresi Weibull masibh terbatas. Pam

peneli  yang membahas model regresi
Weibull antara Jain: O*Quigley 1. al, (1980),
membahas modsl egresi Weibull univariat
pada data wakmu survival Penaksimn
parameter  dihituog meoppunakan program
Fortrant Hanagal {20{4), membahas model
regresi Weibull bivariat pada data waktu
survival. Model regresi Weibull brvarial ini
adalah pengembanpgan dari model disirbisi
exsponenstal Frennd, dengan kovariet idemuk
dan dengan paramelcr regresi  berbede,
Haragal (2005}, membahas model regresi
Weibull bivariai pads dete walttu tersensor
Model regresi mi ditnunkan dari  model
distribusi eksponensial Marshal-Olkin dengan
kovariat identik. Penaksirap parameter kedue
model vang dibahas Hanagal (204, 2005)
mennggunakan metode maxiomm likelibood
cstummtion (MLE).

Mengingat pembahasan model regresi
Weibull biverinl masib icrbatas, maka pada
artikel ini dibahas model RWB yang
dikontruksi  dari model foopsi  survivel
bersama  distribusi Weibull  bivariat yang
dikermkakan oleh Les dam Wen (2009).
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Model represi Weibull bivaniat yang dibahes
merupakan model FKP disiribusi Weibull
bivariat dengan parameter-parameter skaln
dipyatskan datam model regresi dengan
kovariat identik dan dengan parameter represi
herberda.  Pembshasan difokpstom  pada
parameter. Untuk mendemontirasikan
prrsedur penalsiran parameler, model RWEB
ini diapliknsikan pada data indikmtor
pencemaran  air yaim  chemical oxygen
demand (COD) and disollved oxygen (DOY).

Pada begien akhir scksi imi dikemukan
sistemsatiks penulisan sehagai berilnnt Kajien
teori model RWB disajiken pada bagian 2,
metode penclitian pade bagian 3, hesil dan
pembahesan deri penclitisn dibshss padae
bagian ¢ dan kesimpulan dari penclitian
disajikan pada bagian 5.
2. KAJIAN LITERATUR

Hubungan fimgsi-fimgsi yang saling
betkorelasi pada distribusi Weibull bivariat
dijelaskan sebagai beriknt Miselkan [Y; Y]
adalah vektor acak non-negntif, make fimgsi
survival bersama didefinisikan

2
S(]’1-3’1}=P(n{"1 > Yu)]
xnl ’

=P(Y > %% > ¥3)

(0

dan fungsi  distnibusi kumulatif bersama

2
F(m.}'z}=P{nﬂl 5% ]J
kel
=P <y, L <y)

@)

{Lawless, 2007).

enters fuppgsi distnbusi bersama dan fungsi
survival bersama dapal dinyntnkan

2
F{.‘r’luh}=1'P[Uﬂ > Ft}]

k=1
=1-8(y)-8(¥)+5(y,.¥;)
3

Jika fungsi-fungsi pada persamasn (3) adalsh
kontinn, maka dengan melakuken penurunan
parsial texhadnp serms penbah bebas pada
kedua rues persamean (3} diperoleh hubumgan

azF{Yn}'ﬂ
v
_8'8(y. )

Dy,
Lec dem Wen (2009), mengkontruksi
fungsi survival bersams disoibusi Weabsbl
bivariat dimyaisken dalem bentuk

f(y.y)=
4

2 A
S/{(y.¥;)=exp| - Z[‘;_:‘] y (B
k=t

dengan O<w¥y< <4 A< ;
0<p,7,< dan O<a<l. Parameier a
menyalakan ukuwen derejat dependent pada
hubmngan antar peabeh bebas ¥, , 4, dan 7,
untuk  k=L2 masing-masing adaleh
parameter  skala dan  parameter  Beatuk
Berdesarken fungsi survival (5), dengen
menggunaken hubungan (4) diperoleh FKP
bersama distribusi Weibull bivariat yaitu

(Y Y2 ¥3) =

bR e

Qﬁl—Z ﬂp[—ﬁ‘ ];
deugan
L

A:i[i_tJ dan Q=-a(a—-1)+aa" .
"
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Fungsi survivel (5) dapat bergantung pada
kovariat (Lawiess, 2003), yakni pammeiecr-
parameter  skala dapar dinywskan dalam
muxlel regresi. Karena parameter-parameter
skala pada (5) adatah bilangan riil positip,
maks panmeter-parameter  skala  tersebut
dapat dinyeken dalsm model regresi melalni
hubungan

oA =pix, 7

dengan

« =[Ao A -~ A,] adalah vektor parameter
regresi dengan — < £, < untuk k=12;
h=0,L:,p dan x' =[X, X; -+ X, ] adalah
vekror kovariat

Dengan  menggunakan  hubungan  (7),
fungsi survival (5) dapai dinyataken dalam
mode] regresi linier yaitn

(v ¥ ) =exp[-A"], ®)
1
dengan A= (y,)"" expl~TE px).
[

Berdnearkan  fungei  survival (3), dapat
dipcroleh model FKP bersame  distribusi
Weibull bivariat yang berganivng pade
kovane dengan menggunaken hubungan {4},
yaitu

iy )=
2 o trio _ Fa aT
[H, w expl apkﬂ]x ®

k=l

QA" exp[-A'],

dengan Q=-a(a-1}+a’A'. Model FKP
bersama distribusi Weibaoll bivanat yang
parameter-parsmeter skala dinyeteken dalam
model represi linier seperti pada persamaan
{9) dinamakan model regresi Weibull bivanist
(RWB). Untuk sclapjuimys pensaksimn
paramcter RWB menggunakan metods MLE.

3. METODE PENELITLAN

Penelitian ini difokeskan pads kajien teor
yaitu penaksiman parameter mexlel RWEB yang
disertai contoh aplikmsinya pada data indikator
pencemaran air. Data peneliden adalah data
sckunder dari Badan Lingkyngen Hidup Kote
Surabays tahun 2013 dan Khaulasari (2014).
Sampel pencliaen adaleh sungai-nangai di kols
Surabaya yang menpabir pada satn  aliran,
dengan ukmran sampel 27. Peubsh tek bebas
(respon) penelitian ini adalah COD (Y} dan
DO (Y:). Penbah bebss (kovariat) edaelsh
kecepaten aliran mir (X;), konsentrasi deterjen
{3G), konsentrasi nitrac (X;) dam konsentrasi
fosfat (X,). Tahepen &analisis dats pade
peneltian ini adalah schagai berikut (1) analisis
siatistik desboripaf data respon dam kovariey, (2)
peogwjian  korelasi  aptar  respon, (3)
{4) penaksimn pammeter distribusi popoulasi,
(5) pengojian  distibusi Weibull  bivariat
terhadsp data respon, (6) penaksirn parameter
mixicl RWB dm {7) pcogujisn  hipotcsis
parameter represi model RWB. Pada artikel mi
banyn dibahas tabapan (6} yaitn penaksiran
panmeler model RWB mengruneken meiode
MLE, sedangken whepan (1} sampai dengsn
(5) diangpep memennhi  ssumsi pade
penaksimn model RWB. Penghinmgzm pada
penaksiran paramelsr menggmakan program
Mailab.

4. HASIL DAN PEMBAHASAN

Tahap awal pemaksinrm  pernmeder
mengeunaka nerode MLE adalah
pendefinisian fungsi likelhood dan logerioma
patuwral dari fungsi likelihood atma log-
likelihood. Diberikan n sampel acak (YY)
dari populasi distribusi Weibnoll bivariat dan
(xli!xﬂ:"':xﬁ) untuk i=L2:--,n udalah
sampe]l umtuk kovariar, maka Amgsi Eeelihood
berdasarkean FKP (9) adalah

268

Prosiding Seminar Nasional Matematika dan Pendidlkan Matematika, "Intermallsasi Milal-
nilal Berplklr Matematis Datam Perannya di Era Masyarakat Ekonomi ASEAN [MEA)”



20]y) =[] 0 yy.y2) =

i=l

o 2
=l k=l

[f[ K- expl-A" ]][Hq]

dengan
z : o

A =D (V" exp[- 85 x).
k=l ]

Q =—a(a—-D)+2’A" dan
n =[x, X, “'xpi]T-

Diketahui bahwa 6=[a ¥' p7 P71° adalah
veklor parameier moded BRWB  yang
berdimensi 3+2(p+1) dengen T=(7, 5]
din B, =(fo A+ BT untk k=12.
Logaritma natural dari fungsi likelihood (10)
dapst dinyntaken delam bentuk

LB|y)=nz@®|y)=) L0y, Q1)

q=1

dengan

a 2
L®Iy)=) 2 (oy, —lna)+

n 2 ?. ?.
22 Dy, -y,

i=l k=l

(az)
L®ly)= (s -2)n A a3)
i=l
LEW=-3 A
=]
a4

LGN =Y Q.
=l
as)

Penaloir maximum likelihood (ML) mads]
RWB dapat diperolch ikmgan
dengan elnivalen memaksinmumkan Ampgsi
log-likelihoed. Karena fungsi log-likelihood
{11} adalah komtiou dan mempunysi Groman
persial sampai dengan orde kedua, ke
penaksir ML model RWB dapat diperoleh
dengan menyelesaikan persamaan likelihood

ae) _
= (16}

dengan 0 adalsh veltor nel berdimensi
3+2{p+1). Byss knnan persamasn (1G)

adalah velktor grudien yang mempomysi
bentuk wrum JL(6}/ 80 =

JL(0) dL(B) EL(®) aL(D)
ﬂ= r
# [a- o W :]'““

dengan

3L48) =[am) aL(6) ]
ar' Bn o

. (18)
mm{mm BL{B}___EI-{H)]
B, | Bo B B,

untuk k=12

Berdasarken bemtuk fungsi-fungsi pada
persamaan {12) - (15), bahwm persamaan
likelibood {16) memuat paEARAN-DEEATISST
yang saling bogeetuogan (interdependent),
schinggn bemtuk eksplisit (closed form)
penaksir ML model RWB tdak ditermkan
secars analitibe], dan hampiran penaksir ML
dapat diperoleh secars numerik menggumakan
melode  iterasi Newtwn-Raphson.  Untuk
mendapatkan  pemksir ML, model RWB
mengpmalen metode iternsi Newton-Rapson
dapat menggunakan formula

G _ gl _ H-I(ﬁ(q})g(é{qj}

. 1
upiuk 9=0,1,2,-- o
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dengan g(8) adalsh vekior gradien dan H(B)
adalah mmatriks Hessien yang berulouran
A+ 2 p+1)=(3+2{p+1)) . Mairiks Hessian
adalsh matrik torunen persial onde kedua dan
dari L{0) terhadap semua %kombinasi
komponen-komponen veldor @  dan
mempunyni benink umum

[#*L(0) L@ FL(@)]
o aaa,rr E\‘aﬁ‘r
H(®) F1(0) alug) a’m_ir)

Byt Oydy'  evep
PO FLP) FLE)
| P opoy”  pop |

Berdasarkan bentuk persamasn (1)) umik
mendepatian  lnmpemen veltor predien dan
matriks Hessian secarm laogsmg  tidek
sederhana, oleh kaena im penghitongan
gradien veldor (17) dan matriks Hessian (20)
dipecah menjadi empat bagian sedemikian
schinggn

{20)

4 9)
-3 23k @® o)
q=1 o=l

dan

130 &
10)=3"22-3u0. e

q+ q=1

Kbusns  untuk £.(0) dan H,(®),
berdasarkan persamasan  (15)  pombs
komponen-komponen vektor g,(#) depar
diperuleh menppmakan formmla

_EL@) -1
g@)=—0 —;ﬂ:q[m] (23

dan eclemen-elemen mawiks H,(8) dapat
diperoleh menggunekan formula

salslo2iz)

Benjasarkan prosedur  penaksian
parameter model RWE dengan menggunakan
metode MLE, dan setelsh proses
penghitungan komponnen-komponen veklor
gradien dan elemen-clemen mainiks Hessian
secara  mmerik  dilakoksn  menggunakan
metode  iteragi  Newton-Raphson, maka
dipcroleh  komponen-komponen  vektor
penakzir ML model RWB seperti pada Tabel
I dan Tabel 2 sehagni berikrt:

Tabel | Penakiemr parameicr derujet dependent
dan parameter benodk

Paramerer a ¥ %2

Penalsir 0,7658 | 13637 | 2,T786

Tabel 2 Komponen vektor penaksir parmmeter
regesi model RWB

i i B, B,

B 13957 | 8, | 02418
A, | 0982 | A, 0,5959
B2 -0,0023 A 0,0000
A | 00417 | Ay | 00838

B 12188 | B 1,2028

Parameter distnibusi  Weibull  bivannl
populasi dapat dipernleh dengan melakukan
penaksien  berdasarkan daa sampel
mengnmakian  metode MLE. Parumeter-
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parameer distribusi Weibull bivariar populasi
dependent a=0,7022, pammeter bentuk
mesing-masing ¥, =1,1685 dan y, =2,3555
serta parameter skala masmg-masmg adalah
A =37,8326 dan A, =4,5723. Berdasarkan
penaksimn pammeter model RWE  sepesti
dihmjukkan psds Tabel 1 dam Tabel 2
menghusilken mean square emmor  (MSE)
sebesar 1,1036x107.

5. KESIMPULAN

Model regesi Weibull bivariat adalah model
fimpsi kepadatan peluang bersama distribusi
Weibull biverigl dengan parameter-panmmeter
skala dinyatakern delam model regresi. Model
represi 'Weibull bivarinl dapar dit=btokan dan
model fmgsi survival bersama  distabus
Weibull bivariat. Hasil penellian menunjukkan
bahwa hentuk eksplisit penaksic maximmm
likelihnod model regnesi Weibull bivanat tidak
dapat ditermukan serara analitikal dan hampimn
penaksir maximum l&kealihood model regresi
Weibull bivariat diperoleh secara mmerik
menggvmakan metode iteresi Newton-Raphyon.
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