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Abstrak.
Graf sederhana G = (V,E) memuat selimut H jika setiap sisi pada E memuat subgraf di G
yang isomorfik dengan H. Andaikan suatu graf G = (V (G), E(G)) memiliki selimut-H, maka
suatu fungsi bijektif f : V (G)∪E(G)→ {1, 2, . . . , |V (G)|+ |E(G)|}, adalah pelabelan H-ajaib
dari G jika terdapat bilangan bulat positif m(f) yang disebut jumlah ajaib. Untuk suatu
subgraf H ′ = (V ′(H ′), E′(H ′)) dari G isomorfik ke H diperoleh

f(H ′) =
∑
v∈V ′

f(v) +
∑
e∈E′

f(e) = m(f),

sehingga graf G disebut H-ajaib. Graf G adalah H-ajaib super dan jumlah ajaib super dino-
tasikan dengan s(f) untuk f(V (G)) = {1, . . . , |V (G)|}.

Penelitian ini untuk mencari selimut H-ajaib super pada koronasi gear dengan graf lintasan.

Akan dibuktikan bahwa graf gear korona lintasan Gn �Pm adalah C4 �Pm-ajaib super untuk

n ganjil dan m ≥ 3.

Kata Kunci:
selimut H-ajaib super, koronasi, graf lintasan, graf gear, graf siklus

PENDAHULUAN

Pelabelan adalah suatu pemberian nilai (dengan bilangan bulat) pada titik atau sisi
dari graf atau keduanya sehingga memenuhi kondisi tertentu (Gallian [3]). Label yang
digunakan berupa bilangan bulat positif atau bilangan asli. Perkembangan topik tentang
pelabelan dapat diikuti dalam jurnal Dynamics Survey of Graph Labeling yang ditulis
oleh Gallian [3].

Pelabelan yang banyak diteliti adalah pelabelan ajaib. Pada tahun 1964 untuk per-
tama kalinya pelabelan ajaib diperkenalkan oleh Sedláček (Gallian [3]). Pelabelan ajaib
adalah pemetaan satu-satu dari elemen-elemen graf yaitu himpunan titik dan himpunan
sisi ke himpunan bilangan bulat positif, sehingga terdapat suatu jumlahan ajaib. Pela-
belan ajaib pada graf merupakan kajian pada keilmuan teori graf yang banyak diap-
likasikan antara lain pada radar, astronomi, sistem alat jaringan komunikasi, desain
sirkuit, dan teori koding.

Pada tahun 2005 Gutiérrez dan Lladó [4] memperkenalkan pelabelan H-ajaib dari
suatu graf sebagai perluasan magic valuation. Diberikan H dan G = (V (G), E(G))
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adalah graf sederhana sedemikian sehingga setiap sisi dari graf G termuat dalam paling
tidak satu subgraf yang isomorfik dengan H. Suatu fungsi bijektif f : V (G) ∪ E(G) →
{1, 2, . . . , |V (G)| + |E(G)|} adalah pelabelan H-ajaib dari graf G jika terdapat suatu
bilangan positif integer m(f), disebut jumlahan ajaib.Suatu graf G adalah H-super
ajaib jika f(V (G)) = {1, . . . , |V (G)|} dan s(f) adalah jumlahan super ajaib.

Penelitian pelabelan selimut H -ajaib dilakukan mula-mula oleh Gutiérrez dan Lladó
[4] yang membuktikan graf bipartit lengkap dapat diselimuti dengan selimut bintang
ajaib K1,n. Selanjutnya Maryati dkk. [5] meneliti tentang selimut lintasan ajaib pada
beberapa kelas graf tree di antaranya shrubs dan banana tree. Ngurah dkk. [7] meneliti
selimut siklus ajaib super pada graf rantai, kipas, triangle ladder, grid, buku, dan graf
yang terbentuk dari menghubungkan graf bintang k1,n dengan satu isolated vertex.

Dalam hal ini, peneliti melakukan penelitian untuk menentukan pelabelan selimut
H-ajaib super pada koronasi graf gear dengan graf lintasan Gn�Pm untuk n ganjil dan
m ≥ 3. Selimut H adalah koronasi graf cycle dengan graf lintasan C4 � Pm.

LANDASAN TEORI

Suatu graf sederhana G merupakan pasangan himpunan tak kosong berhingga V (G)
yang elemen-elemennya disebut titik dan himpunan E(G) yang elemen-elemennya meru-
pakan padanagan tidak berurutan uv dengan u 6= v ∈ V (G) yang disebut sisi. Chartrand
dan Oellermann [1] mendefinisikan bahwa dua graf G1 dan G2 adalah isomorfik jika ter-
dapat fungsi satu-satu φ dari V (G1) ke V (G2) sedemikian sehingga dua titik u dan v
adjacent pada G1 jika dan hanya jika titik φ(u) dan φ(v) adjacent pada G2. Jika G1

dan G2 isomorfik maka dapat dinotasikan G1
∼= G2. Jika dua graf dikatakan isomorfik

maka kedua graf tersebut harus memiliki order dan size yang sama, serta degree setiap
titiknya harus sama.

Pada tahun 1970, Frucht dan Harary [2] untuk pertama kalinya memperkenalkan
operasi hasil kali korona dari dua graf. Korona dari suatu graf G dengan graf H, dino-
tasikan G � H adalah graf yang terbentuk dari graf G dan |V (G)| kopi graf H yaitu
H1, H2, . . . , H|V (G)|, kemudian menghubungkan setiap titik vi ∈ V (G) dengan sebuah
sisi ke setiap titik dari V (Hi) untuk i ∈ [1, k].

Suatu pelabelan atau pemberian nilai pada graf adalah pemetaan satu-satu f yang
membawa V (G) pada bilangan non negatif {1, 2, . . . , |V (G)|} yang disebut label. Gutiérrez
dan Lladó pada tahun 2005 mengembangkan pelabelan total ajaib menjadi pelabelan
selimut ajaib. Jika diketahui graf G = (V (G), E(G)), maka selimut sisi dari G adalah
subgraf-subgraf berbedaH1, H2, . . . , Hj dengan j adalah bilangan bulat positif sedemikian
sehingga setiap sisi dari G berada dalam paling tidak satu subgraf Hi dengan 1 ≤ i ≤ j.
Jika setiap Hi isomorfik dengan graf H yang diberikan, maka dapat dikatakan G memuat
suatu selimut-H.

Andaikan suatu graf G = (V (G), E(G)) memiliki selimut-H, maka suatu fungsi
bijektif f : V (G) ∪ E(G) → {1, 2, . . . , |V (G)| + |E(G)|}, adalah pelabelan H-ajaib dari
G jika terdapat bilangan bulat positif m(f) yang disebut jumlah ajaib. Untuk suatu
subgraf H ′ = (V ′(H ′), E ′(H ′)) dari G isomorfik ke H diperoleh

f(H ′) =
∑
v∈V ′

f(v) +
∑
e∈E′

f(e) = m(f),
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sehingga graf G disebut H-ajaib. Graf G adalah H-ajaib super dan jumlah ajaib super
dinotasikan dengan s(f) untuk f(V (G)) = {1, . . . , |V (G)|}. Pelabelan selimut-ajaib ini
kemudian dikembangkan menjadi selimut bintang-ajaib, selimut lintasan-ajaib, dan se-
limut cycle-ajaib ([4], [7]).

HASIL DAN PEMBAHASAN

Teknik k-seimbang multihimpunan diperkenalkan oleh Maryati dkk. [6]. Misalkan
k ∈ N dan Y adalah multihimpunan bilangan bulat positif. Multihimpunan Y disebut
k-seimbang jika terdapat k subhimpunan dari Y yaitu Y1, Y2, . . . , Yk sedemikian sehingga
untuk setiap i ∈ [1, k] berlaku

∑
Yi =

∑
Y

k
∈ N dan

⊎k
i=1Yi = Y . Untuk membuktikan

pelabelan selimut H -ajaib super, peneliti menggunakan Lemma 2 dan Lemma 3 Maryati
dkk. [5, 6].

Lemma 1 [8] Misalkan k ∈ N dan x adalah bilangan bulat non negatif. Misal X =
[x + 1 , x + k] dengan |X| = k dan Y = [x + k + 1, x + 2k] dengan |Y | = k. Maka,
multihimpunan K = X ] Y adalah k-seimbang untuk j ∈ [1, k].

Bukti. Untuk setiap j ∈ [1, k] didefinisikan Kj = {aj, bj} dengan

aj = x+ j,
bj = x+ 2k + 1− j.

Kemudian didefinisikan

A = {aj | 1 ≤ j ≤ k} = [x+ 1, x+ k],
B = {bj | 1 ≤ j ≤ k} = [x+ k + 1, x+ 2k].

Karena A ] B = K, maka
⊎k

j=1Kj = K. Untuk setiap j ∈ [1, k] diperoleh
∑
Kj =

2(x+ k) + 1 untuk 1 ≤ j ≤ k. Jadi, K adalah k-seimbang.

Lemma 2 [6] Misalkan x,y, dan z bilangan bulat non negatif dan multihimpunan Y =
[x + 1, x + k] ] [y + 1, y + k] ] [z + 1, z + k]. Untuk bilangan ganjil k ≥ 3, Y adalah
k-seimbang.

Bukti. Misalkan k ≥ 3 adalah bilangan ganjil. Untuk setiap i ∈ [1, k], didefinisikan
multihimpunan Yi = {ai, bi, ci} dengan

ai = x+ i;

bi =

{
y + dk

2
e+ i, untuk i ∈ [1, bk

2
c];

y − bk
2
c+ i, untuk i ∈ [dk

2
e, k];

ci =

{
z + k + 1− 2i, untuk i ∈ [1, bk

2
c];

z + k + 2dk
2
e − 2i, untuk i ∈ [dk

2
e, k];

Kemudian didefinisikan himpunan

A = {ai|1 ≤ i ≤ k} = [x+ 1, x+ k]
B = {bi|1 ≤ i ≤ k} = [y + 1, y + k]
C = {ci|1 ≤ i ≤ k} = [z + 1, z + k]
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Didapatkan bahwa A ] B ] C = Y dan
⊎k

i=1 Yi = Y . Untuk setiap i ∈ [1, k] diperoleh
|Yi| = 3 dan

∑
Yi = x + y + z + k + dk

2
e + 1. Jadi, untuk k ≥ 3 ganjil, Y adalah

k-seimbang.

Lemma 3 [5] Misalkan k ∈ N dan x, y bilangan bulat non negatif, dengan 1 ≤ x ≤ y.
Jika X = [x, y] dan |X| adalah kelipatan 2k, maka X adalah k-seimbang.

Bukti. Untuk i ∈ [1, k], didefinisikan Xi = {aij|1 ≤ j ≤ |X|
k
} dimana

aij =

{
x− 1 + k(j − 1) + i, untuk j ganjil;
x+ kj − i, untuk j genap.

Kemudian, |Xi| = |X|
k
,
⊎k

i=1Xi = X, dan
∑
Xi = |X|

2k
(x + y) untuk setiap i ∈ [1, k]. X

adalah k-seimbang.

Selanjutnya, Lemma 4 dibagun untuk mendukung teorema yang diperoleh.

Lemma 4 Misalkan k ∈ N dan x, y adalah bilangan bulat non negatif. Misal X =
[x + 1, x + k] dengan |X| = k dan Y = [y + k + 1, y + 2k] dengan |Y | = k. Maka
multihimpunan M = X ] Y adalah k-seimbang jika terdapat k subhimpunan Mj dari M
dengan j ∈ [1, k].

Bukti. Untuk setiap j ∈ [1, k] didefinisikan Mj = {aj, bj} dengan

aj = x+ j,
bj = y + 2k + 1− j.

Kemudian didefinisikan

A = {aj | 1 ≤ j ≤ k} = [x+ 1, x+ k],
B = {bj | 1 ≤ j ≤ k} = [y + k + 1, y + 2k].

Karena A ] B = M , maka
⊎k

j=1Mj = M . Untuk setiap j ∈ [1, k] diperoleh
∑
Mj =

x+ y + 2k + 1 untuk 1 ≤ j ≤ k. Jadi, M adalah k-seimbang.

Teorema 5 Graf Gn � Pm adalah C4 � Pm-ajaib super untuk n ganjil dan m ≥ 3.

Bukti. Misal graf G adalah graf Gn � Pm didefinisikan

V (G) = {vi; 0 ≤ i ≤ n} ] {ui; 0 ≤ i ≤ n}]
{aj; 0 ≤ j ≤ (2n+ 1)(m+ 1)}

dan

E(G) = {v0v1, v0v2, . . . , v0vn, v1u1, v2u2, . . . , vnun, u1v2, u2v3, . . . , un−1vn, unv1}]
{bj; 0 ≤ j ≤ m(2n+ 1)} ] {aij; 0 ≤ i ≤ 2n+ 1, 1 ≤ j ≤ m− 1}
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dengan |V (G)| = (2n+ 1)(m+ 1) dan |E(G)| = 4mn+ 2m+ n− 1. Didefinisikan fungsi
bijektif f : V (G)∪E(G)→ {1, 2, . . . , 3(2mn+m+n)}. Misalkan himpunan label untuk
seluruh titik dan sisi dari graf G dinotasikan dengan Z dimana Z = [1, 3(2mn+m+n)].
Himpunan Z dipartisi menjadi 9 himpunan yaitu A = {1}, B = [2, n + 1], C = [n +
2, 2n+ 1], D = [2n+ 2, (m+ 1)(2n+ 1)], E = [(m+ 1)(2n+ 1) + 1, (2m+ 1)(2n+ 1)], F =
[(2m+1)(2n+1)+1,m(4n+2)+3n+1], G = [m(4n+2)+3n+2,m(4n+2)+4n+1], H =
[m(4n+ 2) + 4n+ 2,m(4n+ 2) + 5n+ 1], dan I = [m(4n+ 2) + 5n+ 2, 3(2mn+m+n)].

Seluruh titik dan sisi graf G dilabeli dengan beberapa ketentuan. Himpunan A
digunakan untuk melabeli titik pusat v0. Himpunan B digunakan untuk melabeli titik vi
yang adjacent dengan v0 dan himpunan F digunakan untuk melabeli sisi v0vi. Menggu-
nakan Lemma 4 dengan x = 1, y = 2m(2n+1)+n+1, dan k = n diperoleh n-seimbang.
Didefinisikan K = B]F , diperoleh

∑
Ki = 4mn+2m+3n+3. Himpunan C digunakan

untuk melabeli titik ui, himpunan G digunakan untuk melabeli sisi viui, dan himpunan
H digunakan untuk melabeli sisi {u1v2, u2v3, . . . , un−1vn, unv1}. Menggunakan Lemma 2
dengan x = n+1, y = (2m+1)(2n+1)+n, z = (2m+1)(2n+1)+2n, dan k = n diperoleh
n-seimbang. Didefinisikan L = C ]G]H, diperoleh

∑
Li = m(8n+ 4) + 9n+ 4 + dn

2
e.

Himpunan D digunakan untuk melabeli titik aj dan himpunan E digunakan untuk mela-
beli sisi bj. Menggunakan Lemma 1 dengan x = 2n+1 dan k = m(2n+1). Didefinisikan
M = D ] E, diperoleh

∑
Mi = m(4n+ 2) + 4n+ 3.

Himpunan I digunakan untuk melabeli sisi aij. Didefinisikan aij adalah himpunan
sisi pada lintasan. Pembuktian dibagi menjadi 2 kasus berdasarkan nilai m
Kasus 1. m ganjil (m ≥ 3).
Berdasarkan Lemma 3 dengan x = m(4n+ 2) + 5n+ 2, y = 3(2mn+m+ n), dan |I| =
(2n+ 1)(m− 1) diperoleh (2n+ 1)-seimbang dengan

∑
Ii = (m−1)

2
(5m(2n+ 1) + 8n+ 2).

Kasus 2. m genap.
Partisi himpunan I menjadi dua subhimpunan yaitu I1 = [m(4n+ 2) + 5n+ 2,m(4n+
2)+11n+4] dan I2 = [m(4n+2)+11n+4, 3(2mn+m+n)]. Untuk m = 4 didefinisikan
I = I1. Sedangkan untuk m ≥ 6 didefinisikan I = I1] I2. Berdasarkan Lemma 2 dengan
x = m(4n+ 2) + 5n+ 1, y = m(4n+ 2) + 7n+ 2, dan z = m(4n+ 2) + 9n+ 3 diperoleh
himpunan I1i adalah (2n+ 1)-seimbang dengan

∑
I1i = 6m(2n+ 1) + 23n+ d2n+1

2
e+ 8.

Kemudian menggunakan Lemma 3, untuk x = m(4n + 2) + 11n + 4 dan y =
3(2mn + m + n) dengan |I2| = (2n + 1)(m − 4) diperoleh (2n + 1)-seimbang dengan∑
I2i = m−4

2
(5m(2n+1)+14n+4). Karena didefinisikan untuk m ≥ 6 adalah I = I1]I2,

maka
∑
Ii = m2(5n+ 5

2
)−m(n+ 2)− 5n+ d2n+1

2
e.

Untuk selanjutnya, jumlahan semua titik dan sisi pada setiap subgraf C4 � Pm

adalah konstan dengan

f(C4�Pm) =

 18m2(2n + 1) + 14m(2n + 1)− n + dn2 e+ 7, untuk m ganjil;
(8m2 + 40m)(2n + 1) + 4m + 107n + dn2 e+ d 2n+1

2 e+ 43, untuk m = 4 ;
(18m2 + 12m)(2n + 1) + n(4m− 5) + dn2 e+ 4d 2n+1

2 e+ 11, untuk m genap, m ≥ 6.
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Gambar 1: Pelabelan Selimut C4 � P3-ajaib Super pada Graf G3 � P3

PENUTUP

Berdasarkan uraian pembahasan, didapatkan kesimpulan bahwa Graf Gn�Pm adalah
C4�Pm-ajaib super untuk n ganjil danm ≥ 3. Saran yang dapat diberikan penulis adalah
belum dibuktikan bahwa graf Gn � Pm untuk n genap adalah H-ajaib super dengan H
adalah graf C4 � Pm.
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